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Gm(U) = {L ∈ L(Rm) : LU ⊂ U}.
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ω(A) = min{FA(0), 1 − FA(0), FA(1), 1 − FA(1)};
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(A) = #{v ∈ Ω : ||v|| = 1 : ∃λ > 0 : Lv = λv};
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∣
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Q(c, τ1, τ2) =
c · |τ1 − τ2|
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∆(A) = diamFA([0, 1])
�G7#H�58�C%J=

A ∈ GL2(R+)
v�)�� ©1�
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FAB(t) = ϕ(ABψ(t)) = ϕ(A · Bψ(t)

||Bψ(t)||1
) = ϕ(Aψ ◦ ϕ(Bψ(t))) = FA ◦ FB(t).
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aij > 0

�­ !�­ko
����y-{�u���
a11 + a21 6= 0

�
a12 + a22 6= 0

-o�R&���õ�����
4


FA(1) − FA(0) =
a22

a12 + a22

− a21

a11 + a21

=
a11a22 − a12a21

(a11 + a21) · (a12 + a22)
,

�u���bk����Z����|�"������6v�)�� ),/1���:v�)��¦)�),���
ûK opl !¸�����mB
�����%�� � | A ∈ GL2(R+)

�
i = 1, 2

�#&�%o��"��­ko o��"�| %o��"���������"1� ||Aei||1 =
||DAei||1

-
Dei = e3−i

�

detA = − detDA = − detAD = detDAD.

��
Z��º�����
®}~��%�
4
, !|Ýv�)�� )�)y��&��� o
Z�o���#
Âv�)�� )y.��­�
�

�RÍXc�dTÏTÌZ×�c�fhgXc È i���� �(7 : A ∈ GL2(R+) B �+*��1�#!�3�� : H f(t) = detA · FA(t)
���(0 *-M-* 2>*��

!
* �+*-!�!&* 5)*��J0A� ���C�6%�� !b�
[0, 1] K

���������	��
���
�����
	����� Ã·�����#�o�,����

A = (aij)

-
δ1 = a11+a21

�
δ2 = a12+a22

�����
A ∈ GL2(R+)�­ !�­ko
����

δ1, δ2 > 0
�oj�|��	���� !�	


FA(t) =
a21(1 − t) + a22t

a11(1 − t) + a12t + a21(1 − t) + a22t
=
a21 + (a22 − a21)t

δ1 + (δ2 − δ1)t
,

F ′
A(t) =

(a22 − a21)(δ1 + (δ2 − δ1)t) − (a21 + (a22 − a21)t)(δ2 − δ1)

(δ1 + (δ2 − δ1)t)2
=

=
a22δ1 − a21δ2

(δ1 + (δ2 − δ1)t)2
=

a11a22 − a12a21

(δ1 + (δ2 − δ1)t)2
=

detA

(δ1 + (δ2 − δ1)t)2
.

Ã����#¸µk���&��� o
Z�o����
�-o�	���
f ′(t) = detA · F ′

A(t) > 0
ko �p

t ∈ [0, 1]
�
�

�RÍXc�dTÏTÌZ×�c�fhgXc È i�� ^ 7#H�7
OV;-">=
λ1, λ2, α1, α2 > 0

�(' 0A�+5)%N�G7 : 58* !
%@0A�+5)%�!&����58*

ω
(

Λ(λ1, α1) ·D · Λ(λ2, α2)
)

> 0.

���������	��
���
�����
	����� j�|������­ !��
®&	%����	�#"��­k��������
A = Λ(λ1, α1) ·D · Λ(λ2, α2)

)

.

A =

(

1 α1

0 λ1

)

·
(

0 λ2

1 α2

)

=

(

1 + α1 λ2 + α1α2

λ1 λ1α2

)

.

Ã����#¸µk���"�| �����u�����y-��	���
FA(0), FA(1) ∈ (0, 1)

�¼-o�� !��k���"1������ !������-
ω(A) > 0

�
�

�RÍXc�dTÏTÌZ×�c�fhgXc È i� �Q�#�����
A,B ∈ GL2(R+) B FA(0) = τ1 B FA(1) = τ2 B c = ||Be2||1/||Be2||1 B��*-MN� �

∆(BA)

∆(B)
= Q(c, τ1, τ2).

v�)�� ),Å1�

+



���������	��
���
�����
	����� $·
������ ||Ae1||1 = α1

- ||Ae2||1 = α2

-
B = (bij)

- ||Be1||1 = β1

- ||Be2||1 =
β2
�����óvì)��Ä0���&��� o
Z�o����
¡ko �p

i = 1, 2

Aei = ||Aei|| · ψ ◦ ϕ(A · ψ(i− 1)) = αi · ψ(FA(i− 1)) = αi · (1 − τi, τi)
T.

�_ o�­k���"������­ !������-

||BAei||1 = αi(|b11(1 − τi) + b12τi| + |b21(1 − τi) + b22τi|) =

= αi((b11 + b21)(1 − τi) + (b12 + b22)τi) = αi(β1(1 − τi) + β2τi).�·�K�#"���m�����"1�±v�)�� )�)y��"�| ���#�Z�����8%o��"��#������"��

∆(BA)

∆(B)
=

| detBA|
||BAe1||1 · ||BAe2||1

· ||Be1||1 · ||Be2||1| detB| =
| detA| · β1β2

||BAe1||1 · ||BAe2||1
.

$��#k�������"���" | detA| = ∆(A) · ||Ae1||1 · ||Ae2||1 = |τ2 − τ1|α1α2

-�&��� o
Z����


∆(BA)

∆(B)
=

|τ2 − τ1| · α1α2β1β2

||BAe1||1 · ||BAe2||1
=

|τ2 − τ1|β1β2

|β1(1 − τ1) + β2τ1| · |β1(1 − τ2) + β2τ2|
.

$��#k�������"���"
β2 = cβ1

�±������%o������"��o�
β2

1

-�&��� o
Z���	
¬��%�����
���
4
Z¸Ç}~��%�
4
, o
^vì)�� ),Å1���
�

�RÍXc�dTÏTÌZ×�c�fhgXc È i�� ^ 7#H�7
OV;-">=
τ1, τ2 ∈ [0, 1] : c ∈ (0,+∞)

��'/0A�+58% �G7 : 56� *��&%(!#38�

Q(c, τ1, τ2) 6 max

{

1 − τ1
1 − τ1 + cτ1

,
cτ1

1 − τ1 + cτ1

}

6 1.
v�)��¦)��1�

� 0 : S-��*-2	'/0A�+58*/%Q!&% 0A�+58%(!&����58* *a;�0A�+P �6%����@H<5R0A�+5)%�!&����58* �+*D7#�/3#* ' 0 : τ1 ∈ {0, 1} K
���������	��
���
�����
	������� �����#
e����%���
®����
e���,½P������"��

R × [0, 1] × [0, 1]
}~
Z��� � ��¸

f(c, τ1, τ2) =
c · (τ1 − τ2)

(1 − τ1 + cτ1)(1 − τ2 + cτ2)
.

jµ|������� o��
®�o�������	
Z¸ &�%����u��"��#k��	
Z¸

∂f

∂τ2
= c · −(1 − τ2 + cτ2) − (τ1 − τ2)(c− 1)

(1 − τ1 + cτ1)(1 − τ2 + cτ2)2
= − c

(1 − τ2 + cτ2)2
.

�_ o�­k���"������­ !������- ∂f

∂τ1
(c, τ1, τ2) < 0

ko op¡"�����t
τ1, τ2 ∈ [0, 1]

�
c ∈ (0,+∞)

-X�y�����e}�
Z��� � �up f����%���r#�ó
e���������������M
u��|�"1������&��
τ2
�!Ã����#¸µk��(&��� �
u�����#


f(c, τ1, τ2) 6 f(c, τ1, 0) =
cτ1

1 − τ1 + cτ1
6 1,

f(c, τ1, τ2) > f(c, τ1, 1) = − 1 − τ1
1 − τ1 + cτ1

> −1.

$�%��	��º#
±"��#%�tu���#�_����%o��"���������"�������%o��¹P�������qpà" %o��"���������"�� ���� !���Z��&�%��
τ1 = 0

-,�����	½(���#�e���� !�����
&	%��

τ1 = 1
�!é���"��#%1½Pk��#�	���b !�#
e
e| ���#&	���#%���k�����"��#�	���±"�| ���#�Z�������u�b���,½Pk��#����"1�

Q(c, τ1, τ2) =
|f(c, τ1, τ2)|

�
�

¨



� ÏXc�deÖ�Ô�a!ghc È i�� ^ 7�H<5)��%J=
A,B ∈ GL2(R+)

��' 0G�+58%N��7 : 56� *��&%(!#38�

∆(BA) 6 ∆(B).

���������	��
���
�����
	����� é���"��#%1½Pk��#���	�à"�| ���#�Z�����8�	�óv�)��Ä.��­-³v�)��¦),Å����Evì)��¦)#�����
�

� ÏXc�deÖ�Ô�a!ghc È i�� ���������
A,B ∈ GL2(R+) : c = ||Be2||1/||Be1||1 B

�+*-MN���

∆(BA) 6 max{c, c−1} · ∆(B)∆(A).

���������	��
���
�����
	����� ���#����
���pD� � �#���Z�M"�| �����u�������	�óvì)��Ä.���-³vì)��¦)�Å1�µ�:v�)�� )����­�
�

� ÏXc�deÖ�Ô�a!ghc È i�� ^ 7�H 7
OV;/*-M�*
ω0 ∈ (0, 1/2)

� �#P�%�����5���%��Q3
*D!&���C�+!&�C�
k = k(ω0) < 1

�C�+38��H BE)�+*Q�G7#H 58��% =
τ1, τ2 ∈ [ω0, 1 − ω0] B c ∈ (0,+∞)

��'/0A�+58% �G7 : 56� *��&%(!#38�

Q(c, τ1, τ2) 6 k.

���������	��
���
�����
	����� Ã·�����#�o�,����

T = [ω0, 1− ω0]

�
�?
u�	� � �	p Q ���#&�%	�#%�|�"������o�b
e�	�y½b�#����"��
(0,+∞) × T × T

�o�·�óv�)��Ä.���k� opR"��#�­t
τ1, τ2 ∈ T

&��� o
Z�o����
�-o�	���

lim
c→0

Q(c, τ1, τ2) = lim
c→+∞

Q(c, τ1, τ2) = 0.

�_ o�­k���"������­ !������-�}�
u�	� � �	p Q &�%	��k!�� o½M�������qp¤&	�ó����&�%��#%	|�"����������^�o�(����
e&o���	�������?����&	�� !��r��u�
�	�#�#�����M&�%	������%o��������"��

[0,+∞] × T × T
�¤"����#��������%���mn�����	�Z�

(c′, τ ′1, τ
′
2) ∈ [0,+∞] × T × Tk!��������r­�����8�#"�����r#��
������#��
��y !������r����#�o�,���#�	�	p

k(ω0)
-o&�%	����º#


c′ ∈ (0,+∞)
�����K&�%	�­ko !�,½P�����	p

)�� +P&��� �
u�����#
®� � �#���u
 k(ω0) = Q(c′, τ ′1, τ
′
2) < 1

�
�

�±cZØ�Ø�Ê È i È�� ��������������� ��!b�V'
*/�(7�% � *-56�6�+%(7#�/!&*/����� 2 �)�(0 : � {An}∞n=1 B An ∈ GL2(R+) K � � �7 : � ��P %�����5���%���58%(P %C����5)%�!#!&*a%�E : �J7�* ω0 ∈ (0, 1/2)
�C�+3#*/% B E8��* 24!&*�� %C����58* {n : ω(An) > ω0};a%���3#*-!
%-Ea!&* B ��*

∆(A1 · A2 · · ·An) → 0
'/0 : n→ ∞.

���������	��
���
�����
	����� Ã·�����#�o�,����

B0 = E

-
Bn = A1A2 · · ·An

� � �����#
e����%���
®&����� !��k���"1������ !���
�	�������(���	�#�� {tn}n∈N

tn =

{

1
&�%��

ω(An) > ω0

0
&�%��

ω(An) < ω0$��®�­ !�­k!����"���¸ )�� ¨«��
e���#
I� � �����	
 ∆(Bn) = ∆(Bn−1An) 6 ∆(Bn−1)
�
	��­ !�

tn = 1
- ���

FAn
(0), FAn

(1) ∈ [ω0, 1 − ω0]
-_�w����r¯k��E�	�¶v�)�� ),Å1�P�®�� o�­k�����"��	pÂ)�� ´^"�| �����Z�����¡��
Z¹?�#����"���"����

�	���ó���M�,��"����qp	¹?�#m¶���
n
�����	�������	��|

k = k(ω0) < 1
-]�����Z��m¶�	���

∆(Bn−1An)/∆(Bn−1) 6 k
�

�_ o�­k���"������­ !������-
∆(Bn)/∆(Bn−1) 6 ktn

ko op^"�����t
n ∈ N

�]°4���¤�u���
∆(B0) = ∆(E) = 1

-¼���
∆(Bn) 6 kmn

-�r¯k��
mn =

∑n

i=1 tn
�o°4�����Z���D
e���,½P������"��������	�ut

n
-��u���

tn = 1
-����#�#�����	�#�����	-����

mn → ∞ �
∆(Bn) → 0

&	%��
n→ ∞ �

�

�±cZØ�Ø�Ê È i È!È����������
Λ = Λ(λ, α) B λ > 1 : α > 0 K L *-MN� �

lim
n→∞

∆(Λn) =
λ− 1

α + λ− 1
> 0.

©



���������	��
���
�����
	����� ���Zk!
Z� � ����m�&�� n 
Z����½Pk�����
e�qp]-o�	���

Λn =

(

1 α
0 λ

)n

=

(

1 λn−1
λ−1

α

0 λn

)

.

$�%��	
e�#����"�v�)��¦)y��&	�� o
Z�o����
®%o��"���������"��

∆(Λn) =

∣

∣

∣

∣

∣

λn

λn−1
λ−1

α+ λn

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

λ− 1

(1 − λ−n)α + λ− 1

∣

∣

∣

∣

.

�_ o�­k���"������­ !������-
limn→∞ ∆(Λn) = λ−1

α+λ−1
> 0

�
�

�±cZØ�Ø�Ê È i È � ��������� '
*/�(7�% � *-56�6�+%(7#�/!&*/������2 �)��0 : � {Λn}∞n=1 B Λn ∈ A0 B :
2>%�%���5 : � Λn =

Λ(λn, αn) B
'/0 : E��(2 sup{λn : n ∈ N, λn 6= 1} < 1 : inf

n
αn > 0 K L *-MN���

∆(Λ1 · Λ2 · · ·Λn) → 0
' 0 : n→ ∞.

���������	��
���
�����
	����� Ã·�������o�,����

Bn = Λ1 · · ·Λn

-
λ0 = sup{λn : n ∈ N, λn 6= 1} < 1

-
α0 = inf αn > 0

-��
m(n) = #{k ∈ N : k 6 n, λk 6= 1} � � ��
e������
�-��	���~�	� Λn ∈ A0 ⊂ GL2(R+)�­ !�­ko
����

λn ∈ R+

�
λn = det Λn 6= 0

�!�¿���o�,���u�
λn > 0

ko opD"�����t
n ∈ N

�
$����Z��½P��
E&��K���Zk!
Z� � ���]-	�u��� Bn = Λ(νn, βn)

-�r¯k��
νn 6 λ

m(n)
0

�
βn > α0

����
e�#��

B1 = Λ1

-
ν1 = λ1 6 λ

m(1)
0

-
β1 = α1 > α0

��°4���R�Z���R&�%��
n > 1

Bn = Bn−1Λn =

(

1 αn + βn−1λn

0 νn−1λn

)

=

(

1 βn

0 νn

)

,

���
βn = αn + βn−1λn > αn > α0

� 	e�� !�
λn = 1

-!���
m(n) = m(n − 1)

�
νn = νn−1 6 λ

m(n)
0

�
jÆ&�%	������"�����
Ç�­ o
Z�o���

λn 6 λ0

-
m(n) = m(n − 1) + 1

-T�«&	��õ�����
4

νn = νn−1λn 6 λ

m(n)
0

�
$�%��	
e�#�	pupEvì)�� )y��&��� o
Z�o���#


∆(Bn) =
νn

βn + νn

6
νn

βn

6
λ

m(n)
0

α0
.

j¾�� �
u������-!�#�­ !�
limn→∞m(n) = ∞ -	���

∆(Bn) → 0
&�%��

n→ ∞ �
� ���#��
e����%��	
l�­ o
Z�o��m

limn→∞m(n) = m0 < ∞ ��$·
������
n0

Àï
e������
��y !�������K�o����
Z%o�� !���	���
�	���� !�	-������Z�����	���

m(n0) = m0

��$����Z��½b�#
Ç&	�:���Zko
u� � ���]-_�	����&�%�� n > n0

"�|�&��� !�up�¸»���qp
νn = νn0

�
βn > (n− n0)α0

�8_ �����?���Zko
u� � ���GcZk� op n = n0

��
e�#��

βn0

> α0 > 0 = (n−n0)α0

�
�Ç��r~���Zk!
Z� � �	�Gc�&	%�� n > n0

��
e�#��

λn = 1

-������	
�k��M&��� o
Z�o���#


νn = νn−1λn = νn−1 = νn0
,

βn = αn + βn−1λn > α0 + (n− 1 − n0)α0 = (n− n0)α0.$�%��	
e�#�	pupEvì)�� )y���±
�����%�� � � Bn

-�&��� o
Z����
®� � �#���	


∆(Bn) =
νn

βn + νn

6
νn

βn

6
νn0

(n− n0)α0
.

Ã����#¸µk���&��� o
Z�o����

∆(Bn) → 0

&	%��
n→ ∞ �

�

´



�±cZØ�Ø�Ê È i È ��� OV;+��H�2 �)�(0 : �b� A ∈ A0
* �G!&*��C!
�6E+!&* '/0 %N� ���C�+5 : 2 � 5 5 : � %

A = r ·Ds · Λ(λ, α) ·Dt,

MN� %
s, t ∈ {0, 1} B r, λ > 0 B α > 0 K

���������	��
���
�����
	����� 	e�� !�
A ∈ A0

-T���
ω(A) = 0

�e�_ !�­k���"1�����­ !�����	-_����mZk�º����qp
t ∈ {0, 1} -�����Z���à�	���

FA(t) = ϕ(A · ψ(t)) ∈ {0, 1} ��Ã·���������y�	��
 s = FA(t)
�!�·�K%o��"��#������"1�

ψ(t) = et+1 =
Dte1

�­ !�­ko
����y- �	���
ϕ(ADte1) = s ∈ {0, 1} ���_ !��k���"1������ o������- ADte1 = r · es+1

-�r¯k��
r =

||ADte1||1
�Z$�%�����º�
¶�	�

detA 6= 0
�­ !�­k!
����y-��u���

r > 0
�uÃ�����¸µk��?"�| ���#�Z�����y-	�	���

r−1DsADte1 =
e1
�
r−1DsADt = Λ(λ, α)

ko op����#��������%�|�t6"���¹?�#����"��#�	��|�t
λ, α

�uû?��
e���,½(��"ó���
rDs

�­ !�#"1���
���

Dt
�#&�%���"1�	-³&��� �
u�	��
B��%	�#��
��#
e���8%���"��#�	����"��

A = rDsΛ(λ, α)Dt
�³�·�

r−1DsADt ∈ A0 ⊂
GL2(R+)

�­ !�­k!
����y-��	���
λ > 0

�
α > 0

�
�

�±cZØ�Ø�Ê È i È � ^ 7�H 7#O\;/*-,�2 �)�(0 : �#" A ∈ GL2(R+)
�(' 0A�+58% �G7 : 5)* 0A��58%�!&����58*

Nv(A) = #{t ∈ [0, 1] : FA(t) = t}.
���������	��
���
�����
	����� 	e�� !�

v
ÀÒ�#��������"�������|�m¤"����	����%±������������%	��m6
�����%�� � | A ∈ A0

-����Pko �p
��������"���������"�
u¸�¹b��r#�D�#��������"��#������r#�������� !�

µ 6= 0
��
e���#


Av = µ · v �

FA(ϕ(v)) = ϕ(Aψ ◦ ϕ(v)) = ϕ
(

A
v

||v||1
)

= ϕ
( µ

||v||1
· v
)

= ϕ(v).

°T������
«����%�������
�-
ϕ(v)

ÀÒ����&��#k�"��	½(�o��pD�������Z��}�
Z��� � �	� FA

�
	e�� o�±½P�

FA(t) = t
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i ∈ I∗
�¼�_ !��k���"1������ !������-�ko �p¤"��#�­t

i ∈ I∗ Nv(Li, U) 6 1
-��¤&��

vì)��zÅ1��&��� o
Z�o���#
�-!�	���
Nv(Li, U) = 1

�
� ���#��
e����%��	
¬�� �
u����m]-�����r¯k��b"��#�	����%�|

e′1
-
e′2
 !�	���#m��	���	���,��"����#�	
e|�-	�y�z���

(e′1, e
′
2)
ÀH����������"

R
2 ��$·
������8��&���%o������%�| L1, . . . , Ln

&�%��­k!������"� �p�¸»���qpn"ó�1���������
(e′1, e

′
2)

�����%�� � ��
e� A1, . . . , An��������"���������"��#�����	�Q�����u
��

U
"¶�����������

(e′1, e
′
2)
p�"� �p������qp¾�����	
�����


Ω
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��&��#%o������%���" {Li}
�­ !�­k!
����

detAi 6= 0
ko opb"��#��t

i ∈ I
�yé��� !��"����

LiU ⊂ U
����&�����|�"1�������qpM"�"���k��

AiΩ ⊂ Ω
�{�_ !��k���"1������ !������-]"����bõ� o�#
e�#�u��|Ç
�����%�� � {Ai}

��������%�� � �����­ !����|�-{� Ai ∈ GL2(R+)k� op
i ∈ I

�
°T���ó�Z���

Nv(Li, U) = Nv(A)
-Z���?
��­ !��"����bv�� �4���#��%	�#
e|¾õ#��"���"1�� !���	���	�b
��� o��"���¸Ýv��x�T !��
e
e|

)��¦)y¨Z�
� �yk��yk���
: !�	���#m��	���·��������%o��½b�#�����

v(t) = e′1t+ e′2(1− t)
����%������Z�

[0, 1]
�o�à����%��������

[e′1, e
′
2]
�

Ã·�������o�,����

α(t1, t2) = (v(t1)̂ v(t2))

k� op
t1, t2 ∈ [0, 1]

� 	Xk��	��������|��K"����	����%	|
e′1, e

′
2

����%o����
u¸��
%���"�����������%	��������mn��%	��
Zr#�� o�������E�P"�|��#������m

h = cos(θ(U)/2) > 0
��ûK opn"�����t

t ∈ [0, 1]
�������Z�

v(t)
 !��½(�	�(�o�P���#�	��"1�����	�±õ�����r�����%���
Zr#�� !�������Z�	-��� o�­k���"������­ !������-

h 6 v(t) 6 1
�

$·
������
i ∈ I∗

-
t1 = ϕ(Aie1)

-
t2 = ϕ(Aie2)

v
t1, t2 ∈ [0, 1]

����j����	����%	|
v(t1), v(t2)

����%o����
u¸��
��%���
Zr��� !�����	�«��&u !��¹P�yk���¸

S1 = h · ||v(t1) − v(t2)||
�TÃ·�������o�,����


u1 = v(t1)/||v(t1)||
-
u2 =

v(t2)/||v(t2)||
�

α = (u1ˆu2) = (v(t1)̂ v(t2)) = α(t1, t2).
$� !��¹P�yk��~%o��"���������k�%���������r��~��%���
Zr��� !�����	�u�K�#�~������%�������
e�

u1, u2

%���"��o�
S2 = 2 sin(α/2)

��°�%	���

Zr��� !�����	�8�#�à������%����o��
e�

v(t1), v(t2)
 !��½(�	�b"��	
���%��8��%���
Zr#�� !�������Z�b���?������%�������
e�

u1, u2

�(�#���
k!�#%1½ó�u�à��%���
Zr#�� !�����������à������%	���o��
e�

h ·u1, h ·u2

�Z�_ !��k���"1������ !������-
h2 ·S2 6 S1 6 S2

�ZÃ�����¸µk��
&	�� o
Z�o����
¬����%o��"���������"��

h2 · 2 sin(α/2) 6 h · ||v(t1) − v(t2)|| 6 2 sin(α/2).

é����	��|�"1��p]-!�	��� ||v(t1) − v(t2)|| = |t1 − t2| · ||e1 − e2||
-�&��� o
Z�o���#
w� � �����	


0 < c1 6
|t1 − t2|

sin(α(t1, t2)/2)
6 c2 <∞,

v�)��¦)y¨��

r¯k!�
c1 = 2h · ||e1 − e2||−1 � c2 = 2h−1 · ||e1 − e2||−1 �$·
������

T
ÀÇ
�����%�� � �à&���%���t���k��?���à�u�����������	�#�#����r��b�1���#����� (e1, e2)

�(�1��������

(e′1, e

′
2)
�1°T��r¯k��

k� op� !¸�����r#�
t ∈ [0, 1]

Tψ(t) = T (e1(1 − t) + e2t) = e′1(1 − t) + e′2t = v(t).

�·�K%o��"��#������"1�
ψ(tk) = ψ ◦ ϕ(Aiek) = Aiek/||Aiek||

ko op
k = 1, 2

&��� �
u�����#


AiΩ = cone {Aie1, Aie2} = cone {ψ(t1), ψ(t2)},

LiU = cone {Tψ(t1), Tψ(t2)} = cone {v(t1), v(t2)},
θ(LiU) = (v(t1)̂ v(t2)) = α(t1, t2).

��%���
e�~����r#�	-

|t1 − t2| = |ϕ(Aie1) − ϕ(Aie2)| = |FA(1) − FA(0)| = ∆(Ai).
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Z�o���#
¬� � �#���u


c1 6
∆(Ai)

sin(θ(LiU)/2)
6 c2.
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i ∈ I∞

%���"��#�	����"��
limk→∞ ∆(Ai|k) = 0
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����r¯k��8������ !�����8����r¯k��	-��Z��r¯k��

limk→∞ θ(Li|kU) = 0
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"1,I3#*-!)���
U ⊂ R

m :
!
�6;/*�0?7 : !&%�,#!�">=.*-'&% 0A�)�+*T0 *-5 L1, . . . , Ln ∈ Gm(U) B �C�+3#*-,FE8��*

Li 6= 0
��7#H958�C%J=

i ∈ I∗ K � �J7 :

lim
k→∞

θ(Li|kU) = 0
�G7#H 58�C%J=

i ∈ I∞,
v�)�� ),©1�

��*
Nv(Lj, U) = 1

�G7#H�5)��%J=
j ∈ I∗.

v�)�� ),´1�
���������	��
���
�����
	����� $�%��­k�&	�� !�,½ó�	
¬����%����������K�:v�)��¦),´����o$·
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Nv(Lj, U) > 2
&�%��R���#���������
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j ∈ I∗

�X°T��r¯k�����
�¹b������"�
Z¸»�^k!"1��%o���� !�����	|�t¡�#��������"��#����|�t¶"��#�	����%o�
v1, v2 ∈ U
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����%o�

Lj

�³ûà �p¶"��#�­t
k
��
e���#


v1, v2 ∈ Lk
jU

�
θ(Lk

jU) > v1 v̂2

���_ !��k���"1������ o������-Xko �p¡�� !��"��
i = j(j) ∈ I∞

-
limk→∞ θ(Li|kU) > v1 v̂2 > 0

-��u����&�%�������"���%������	�(
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�

���	½P���� !��k!
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k ∈ N
�	�­k�������������������"�|�&��� !�������	p¤
��� !��"��	p��

Nv(Li, U) = 1
ko �pn"��#�­t

i ∈ Ik � �

�RÍXghØ�c�Í È i È � ��}~��������%	
���
 �o����
u%��� !�������ó�����­ !�
n > 3

� � �,k��yk���
Á������%�|�m:����
e���	
���|�m
"�|�&	
Z�u !|�m������u
��

U = {x ∈ R
3 : x2

2 + x2
3 6 x2

1}.jµ"��­k�º�
¬
�����%�� � |

B =





1 1/2 0
0 1/2 0
0 0 1/2



 , Ck =





1 0 0
0 cos 2πk

n
sin 2πk

n

0 sin 2πk
n

cos 2πk
n





k� op
k = 0, 1, . . . , n

�,�«��&�%��­k!�� !��
��o������%�
�����%�� � A1, A2, . . . , An

%o��"���������"1��
e�
Ak = Ck−1BC

−1
kv

k = 1, . . . , n
���,�K������m���|�����&	�#%o������%�|�-�&�%��­k!������"� �p��#
e|�� "»�u�����������	�#�#����
n�1��������� 
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A1, . . . , An
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e�]-]�	�����n
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�-{�u���R"�|�&��� ��
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A1, . . . , An ∈ Gm(U)

v���� �
Nv(Ai, U) = 1

ko opR"�����t
i ∈ In−1 �

v��	���x�
Nv(Aj, U) = 2

ko �p±�­ !��"1�
j = 1 2 3 . . . n ∈ In

�
Ã·&�%���k��� o��
®}�
Z��� � ��¸ w : U → R

&��M}~��%�
4
, !�

w(x) =
x2

2 + x2
3

x2
1

ko �p
x ∈ U \ {0} � w(0) = 1.

),0
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U = {x ∈ R

m : w(x) 6 1} �o�·� |x2| 6 |x1|
&	�� o
Z�o����


(2x1 − x2)
2 6 x2

1

�

w(Bx) =
1
4
x2

2 + 1
4
x2

3

(x1 − 1
2
x2)2

=
x2

2 + x2
3

(2x1 − x2)2
6
x2

2 + x2
3

x2
1

= w(x).

ûK op· o¸�����r��
k = 0, . . . , k

"�|�&��� !�	p	�����qpà%���"��#�	����"��
w(Ckx) = w(x)

-������	
�k����� !��k!
����
w(Akx) 6

1
�b�µ���Pk����Z���#|�"1�����(�#"���m�����"���v��x�­�
ú�����%�� � � B ��
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�
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U
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�����%�� � | Bn
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Nv(Bn, U) = 2
� �·�^%o��"���������"1�

Aj = A1A2 · · ·An = Bn&	�� o
Z�o����
¬�#&	%o��"���ko !��"��������(�#"���m�����"1�6v������ ���
j����	����%

e1 ∈ U
p�"� op������qpK�#��������"��#����|�
�"��#�	����%���
Dko op~
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nk� opP
�����%�� � Ak

� � �o�,���	�y-
Nv(Ak, U) > 1

k� op
k = 1, . . . , n

�
$·
�������ko opE���#��������%���r��

i ∈ I∗
"�|�&	�� !�������¤���#%���"��#�	����"��

Nv(Ai, U) > 2
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|i| > n
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γ ∈ U \ {0} À*�#��������"�������|�m®"��#�	����%®
�����%�� � | Ai

���� !������|�m����
e1
�

� ���#��
e����%	��
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X0 = span{e1, γ}


�����%�� � | Ai
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U0 = U ∩ X0
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 �,��
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¿�����	
��#��
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X0
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θ(U0) = π/2

�!j�|����#%���
¬�o�M�#r��(������%����o��tR��%	����r#���o�� !���	|��à��k��������	��|��?"����	����%�|
e′1, e

′
2
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��
U0

"à�����������
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′
2
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Ω
�u�µ
�½P�#�	���»��&��#%o������%o�

Ai

�o��&��#k�&�%	������%o��������"��
X0

&	%��­k�������"� op	�����qpB������������%	��m�
�����%	� � ��m Λ ∈ GL2(R+)
�µ���

Nv(A) = 2
&��� o�#
e
e�E)�� ),+
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Λ ∈ A1

���·��"��Zk��:
�����%�� � | Λ
"�| �����u�����y-��	���E�#k������	�¤��º6�#��������"��#���	|�t�"����	����%	��"
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Ai

&�%	���o�yko o��½(�	�nr#%o����� � �8�����u
���� U -X����
e������� γ ∈ ∂U = {x ∈ U : w(x) = 1}. Ã����#¸µk��&	�� o
Z�o����

w(γ) = w(Aiγ) = 1.

�~��mZk!º#
¬����%	���R
Z%o��"����#�	�	p
w(Bx) = 1

&�%��
x ∈ U \ {0} � 	e�� o� x3 6= 0

-	���

w(Bx) =
x2

2 + x2
3

(2x1 − x2)2
<

x2
2

(2x1 − x2)2
6 1.

�_ o�­k���"������­ !������-
x3 = 0

�D
u%���"����������K&�%������	
������("��Zk

w(Bx) =
x2

2

(2x1 − x2)2
= 1,

x2
2 = (2x1 − x2)

2,

x2
1 + x2x1 = x1(x1 − x2) = 0.

�·�
x ∈ U \ {0} �� !��k!
���� x1 > 0

�XÃ�����¸µk���&��� �
u�����#

x1 = x2 ∈ (0,+∞)
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�-
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x = γ0 = (1, 1, 0)T p�"� op������qp��­k����	����"��#����|�
�-h�b����������������¸Ýk��D
u
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¬
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w(Bx) = 1
�o�_ o�­k���"������­ !������-!��k���������"�������|�
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®
Z%o��"����#���up
w(Akγ) = 1

p	"� op������qp±"��#�u����%
Ckγ0

�
�·�K���#%���"��#�	����"

1 = w(γ) > w(Ai1γ) > w(Ai1i2γ) > . . . > w(Aiγ) = 1
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γ = Ci1γ0

-
Ai1γ = 1

2
C(i1 mod n)+1γ0 = 1

2
Ci2γ0

���_ !�­k!��"1������ !���	��-
i2 = (i1 modn) + 1

�
$��¤����k!
Z� � ���w&��� o
Z�o����
 Aikγ = 1

2kC(ik mod n)+1γ0
�
ik = (i1 − 1 + k) modn + 1

ko op
k =

1, 2, . . . , |i| �o$�%�� k = |i| ��
e�#��


Aiγ =
1

2|i|C((i1−1+|i|) mod n)+1γ0 =
1

2|i|γ = Ci1γ0.

Ã����#¸µk��¡�� !��k!
���� |i|modn = 0
� �_ !�­k���"1�����­ !�����	- |i| > n
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S = {S1, . . . , Sn}
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(X, ρ)
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x0, . . . , xn ∈ X
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(s1, . . . , sn) ∈ {0, 1}n

-
���������ó�u���

Sj(x0) = xj−1+sj

�
Sj(xn) = xj−sj
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!b�<* ��0�%T�C3#%

J = [0, 1] ⊂ R
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e����%��u�,� � �	� f : [t1, t2] → K

�
g : [t3, t4] → K

��%��	"���m
K
�o���#|�"1��¸����qp���è�ò�ù!ò�ð�æ
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S = (S1, . . . , Sn) �

����2>*+�	� � : !#!#"1, � : '�'&%@0I� 58%@0 � : !b��2 : x0, . . . , xn B� : M�!
�)���/0 *-, (s1, . . . , sn) B
��*����(0b��3����/0�!
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i = (−1)si ·

d
dx
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"1, ����243#!)�&��"1,�3#*-!)��� B �C�+3#*-, E8��* (xn−x0) ∈ U
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i U ⊂ U

��7#H�58��% =
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-���&�%��­k!�� !º�����|����Z���à"� !��
e
e��.u� )�-,
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Ti(t) = ti−1+si
t+ ti−si

(1 − t).
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tki = i/nk
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i = 0, 1, . . . , nk
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e�	�y½b�#����"��
Wk = {Tj({0, 1}) : j ∈ Ik} = {tki : i = 0, 1, . . . , nk}.
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������� !��"��
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-������������	���
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i ] = Tq(J)

-1&�%��	��º#

tki−1 = Tq(sq)

�
tki = Tq(1 − sq)

�!�_ !�­k!��"1������ !���	��-

f(tki ) − f(tki−1) = f ◦ Tq(sq) − f ◦ Tq(1 − sq) =

= Sq ◦ f(sq) − Sq ◦ f(1 − sq) = (−1)sq · (Sq ◦ f(1) − Sq ◦ f(0)) =

= (−1)sq · (Sq(xn) − Sq(x0)) = L+
q (xn − x0) ∈ U.
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f(tkj ) − f(tki ) =
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∑
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�	%���"���m
K
-Z�����Z��p��	���

f = g ◦ l"��#¸µk!
D�o�
[0, 1]

�
Ã·�����#�o�,����


ηi = l ◦Ti ◦ l−1 : [0, l1] → [0, l1]
ko op

i = 1, . . . , n
�u°X��r¯k��·ko op8"��#��t

i = 1, . . . , n"�|�&��� !�	p	�����qp±���y½Pk�������"��

g ◦ ηi = g ◦ l ◦ Ti ◦ l−1 = f ◦ Ti ◦ l−1 = Si ◦ f ◦ l−1 = Si ◦ g.
Ã·&�%	�­k��­ !��
®�����	
��

U = cone g′([0, l1]),�R��&�%	�­k��­ !��
®�o������%D"��#�u����%���"
γ0, . . . , γn

&��(}~��%	
4
y o�

γi = g′(l(ti))
ko �p

i ∈ I.

°µ�z�¼� 
e���,½P�#����"��
g′([0, l1])

����
e&o���u�����«�® !��½(�	�«�o�E�­k!���������	��mB���	%	
�½ó���������¼-����«�����	
��
U����
e���	
��y��Ã·�����#�o�,����


H0 = [0, l1]
-
Hi = ηi(H0)

-
Ui = L+

i U
ko opR"��#�­t

i ∈ I∗
�

°T���D�u���
g′(t) ∈ U

"���¸µk!
��o�M����%����#�Z�
[0, l1]

-	���bko opR"�����t
0 6 τ1 6 τ2 6 l1

"�|�&��� o���#���

g(τ2) − g(τ1) =

∫ τ1

τ2

g′(t) dt ∈ U.

j¾�o���������������¼-
(xn − x0) = g(l1) − g(0) ∈ U

-o�	���bk����Z���#|�"1�����(
��� !��"����8v��x�­�
ûK op� !¸»��|�t

i ∈ I
-
τ, τ ′ ∈ [0, l1]

��
e���#

sign (ηi(τ ′)−ηi(τ)

τ ′−τ
) = (−1)si

���_ o�­k���"������­ !������-

L+
i

g(τ ′) − g(τ)

τ ′ − τ
=
Si ◦ g(τ ′) − Si ◦ g(τ)

τ ′ − τ
= (−1)si

g ◦ ηi(τ
′) − g ◦ ηi(τ)

τ ′ − τ
∈ U.

$���%���t���kopE�^&�%��­k!�� o
�&�%��
τ ′ → τ

-³&��� o
Z���	

L+

i g
′(τ) ∈ U

ko op^"��#�­t
τ ∈ [0, l1]

�³�·�("�|�����%��
�����u
����

U
�� o�­k!
����8"��u !¸��	�#�����

L+
i U ⊂ U

�&�µ����"P�������	�������Rk���º���
��� !��"����óv���� ���
��%���
e������r#��-o���� !�

ηi(τ
′) 6 ηi(τ)

-����

g ◦ ηi(τ
′) − g ◦ ηi(τ) = L+

i · (−1)si(g(τ ′) − g(τ)) ∈ L+
i U.

Ã�������%o��½b�#�����
ηi

����
�¹b�#����"� �p����br#��
e����
e��%�}~�	�#
E����%	�����Z�
[0, 1]

�o������%����#���
Hi

�Z�_ !��k���"1������ !���
�	��-ok� op6"�����t

t, t′ ∈ Hi

�������ut�-]�	���
t 6 t′

��
e���#

g(t′) − g(t) ∈ L+

i U
�¼-������y�	�	�y-

g′(t) ∈ L+
i U

.�/



k� op�"�����t
t ∈ Hi

��Ã·���#¸µk��P&��� o
Z�o���#

γi−1, γi ∈ L+

i U
�1ûà �p�"�|�%��,½Pk��#���	|�t���&���%o������%���"

Li

õ����
k!���Z����|�"1������
��� o��"����óv��	���x�­�

� ���#��
e����%��	
¶�� o
Z�o��m¼-1�Z��r¯k��K��&��#%o������%
Li

&	%��(�	�#��������%���

i ∈ I

����"�|�%��,½Mk!�#�]�ZÃ·�����#�o�,����

N(u) = u/||u|| ko opR"�����t u ∈ R

2 \ {0} �ZûK op8 !¸»����mD�����	��� t ∈ [0, l1]
"�|�&��� !�	p������qp

g′(t) = lim
t′→t

g(t′) − g(t)

||g(t′) − g(t)|| ·
||g(t′) − g(t)||

t′ − t
= lim

t′→t
N(g(t′) − g(t)) · sign (t′ − t).

Ã����#¸µk���&��� o
Z�o����


g′(ηi(t)) = lim
t′→t

N
(

g ◦ ηi(t
′) − g ◦ ηi(t)

)

· sign (ηi(t
′) − ηi(t)) =

= lim
t′→t

N
(

Si ◦ g(t′) − Si ◦ g(t)
)

· (−1)si · sign (t′ − t) =

= lim
t′→t

N
(

L+
i · (g(t′) − g(t))

)

· sign (t′ − t) =

= lim
t′→t

L+
i N(g(t′) − g(t))

||L+
i N(g(t′) − g(t))|| · sign (t′ − t) =

L+
i g

′(t)

||L+
i g

′(t)|| .
°µ�z���

g′(ηi(t)) ↑↑ L+
i g

′(t).
�_ !�­k!��"1������ !���	��-	ko op� !¸�����r#�

i ∈ I
�	
e�#�#


Liγ0 = L+
i g

′(l(t0)) ↑↑ g′(ηi ◦ l(t0)) = g′(l ◦ Ti(t0)) = g′ ◦ l(ti+si
) = γti+si

.

� �o�� !��r#�����	�R&	�� o
Z�o����

Liγn ↑↑ γti+1−si

-]�	���ók����u����|�"1�����D
��� o��"����±v��	��� � ���#��%	�#
e| ko �p¤���#"�|��
%	�y½Pk�������|�tR��&���%o������%���"

Li

�
j�|����#%���
>&�%����	��"��� !�������¤�­ !��"��

i = i1i2 . . . ∈ I∞
���·�

diamT k
i (J) → 0

&	%��
k → ∞�­ !�­ko
����y-��	���

diamHi|k = l◦T k
i (J) → 0

&�%��
k → ∞ �,°T���~�u���?&�%����	��"��#k�����p

g′(t)
���#&�%	�#%�|�"����	-

���(&	%��
k → ∞ �	
e�#�#


θ(Ui|k) = θ(cone g′(Hi|k)) → 0.
v�.Z�Ä.�.��

$�%��	
e�#�	pupw���#��%���
4
B)��¦)±�¬�o������%	
¡��&���%o������%���" {L+
1 , . . . , L

+
n }

�w�Z���	
���

U
-_&��� o
Z�o����
�-µ�u���

"�|�&��� !�	p	�����qp±
��� !��"����8v����	���o�������,p	¹?�#m����#��%	�#
e|��
�~��������� � &	���Z��½P�#
�-,�u�����Z���	
�� U ÀÁ������%�|�m]� 	e�� o�à"�������&��#%�������%	| L1, . . . , Ln

"�|�%��,½Pk��#��|�-
����������%����	����% � ��&�&	�#%o�

S
p	"� op	�����qpà����%����#�Z��
�-��K�����	
��

U
p	"� op	�����qp~ o
Z����
�-y�]-,�­ !�­k!��"1������ !���	��-

���à������%�|�m¼� 	e�� !�à&�%��à���#��������%���

j ∈ I

��&���%o������%
Lj

���#"�|�%	�y½Pk����]-y�������#�o�,����

i = j(j) ∈ I∞

�
�·�^vª.u� .�.��à�­ !�­k!
����y-��	���

θ(Ui|k) < π
&�%	�«�	�#��������%���


k ∈ N
�X°4���¶�Z���¶��&	�#%o������%

Li|k = Lk
j�	�#"�|�%��,½Pk��#�R�������	
��

Ui|k
ÀN������%�|�m]-o����-	�� !��k���"1������ !������-o�����	
��

U = L−1
i|kUi|k

���,½P��������%�|�m¼�
$���%�"1��pD�o��������������%��#
e|¾k����Z���,���o�	�

$·
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S
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��­ !��"��up�
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e���	
���|�
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U
-

k!���Z��½P�#
�-¼�	��� � ��&�&	�#%
S
À rs ��yk��	��m]�³$��8 !�#
e
e��.u� .�������%o���	����%

K
p�"� op������qp^�#&�%1p	
T op���
e��m

½b��%�k�������"���m®��%��	"���m]��$·
������
l(t)

À*ko !�����:ko
ur��¾��%���"���m
f([0, t])

-
l1 = l(1)

-µ��&	
������
g :

[0, l1] → K
À>�#����������"��#���o��p¤&o��%o��
e����%	�	�,� � �	p]-�õ#��"��	"1�� !���	���o��p f -��y����� f = g ◦ l ��Ã��������o�,���	


Ji = Ti(J)
�
Ui = L+

i U
ko opR"�����t

i ∈ I∗
�ZûK opR"�����t

k ∈ N
�������#�o�,����


θk = max{θ(Ui) : i ∈ Ik}.
� ��
e�����	
�-,�	���

θk → 0
&�%��

k → ∞ �����o�,���e��|��o� �à !�����»�­ !��"��
i ∈ I∞

-������������	���
limk→∞ θ(Ui|k) >

0
-��	���ó&��P������%���
e�()�� )~&�%�������"���%	�#���	�(
��­ !��"���¸>v�� �	���

.Z)



Ã·&�%���k��� o��
Ç
e���,½P������"��
ΣU = {u ∈ U : ||u|| = 1} �{ûà �p: !¸���|�t¶�����	
, !�#"�|�t¶"��#�	����%���"

v1, v2 ∈ R
2 �����������y�	��
 ρΣ(v1, v2) = v1 v̂2

� �?
Z��� � �	p ρΣ
p�"� �p	���qpE
e����%	������m¶�o����k��������	����m

����%	
�½ó�	��������"
R

2 �R�o�P
e���,½P�#����"�� ΣU

�
Ã·&�%���k��� o��
¿�o������%���������%o��½P������m

σi : ΣU → ΣU

k� op
i ∈ I

�� !��k!
Z¸»¹?��
 ����%o���#��
��¼ûà �p
�Z��½Pk���r��M���#"�|�%	�y½Pk���������r��ó��&���%o������%o�

Li

v
i ∈ I

��-�&��� !�,½ó��


σi(v) =
Liv

||Liv||
.

v�.u� .�Å1�

	e�­ !��&�%	�±������������%	��

i ∈ I

��&	�#%o������%
Li

"�|�%��,½Pk��#�]-����("��#�Z o
D���#"�|�%��,½Mk�������������� � ��&�&���%o�
S
��
e�#��


Li 6= 0
�

Nv(Li, U) = 1
�]°T������
l����%�������
�-��o��mZk!º����qp��­k!��������"��#�	��|�m¶�#��������"��#����|�m

"��#�	����%
vi ∈ ΣU

��&��#%o������%o�
Li

�eûK opwk����	����r#�
i
&��� !�,½(��


σi(v) = vi

k� op®"�����t
v ∈ ΣU

�
� ��
e�����	
�-,�	����&�%�����������
±��&�%���k��� !�������

σi

-�%o��"��#������"��?v�.u� .�Å1��"�|�&��� !�up������qp~k� op~"��#�­t~"����	����%	��"
v ∈ ΣU \ kerLi

�
ûK opR"�����t

i ∈ I∗
�#&�%o��"��­ko o��"���"��u !¸»���#���	�

σi(ΣU) ⊂ Ui._����·��r�%o�����	���#���upó����¹b���������8��
,k!�#
E�����	��������-	�	���?"����	����%�|
γ1, . . . , γn

�	��
��� o��"��	p6v��	���x�³p�"��
 �p�¸»���qp��­k!���������	|�
e�]-u�y�����

γ1, . . . , γn ∈ ΣU

�	Ã·&�%��­k!�� !��
¡&�%	������%o��������"��P����&�%���%�|�"���|�t8}~
Z���Z�
� ��m

F = {h ∈ C(J,ΣU) : h(0) = γ0, h(1) = γn}�����yk������	��m±���M�	º#
¬
e����%��	�Z��m

ρF(h1, h2) = sup{ρΣ(h1(t), (h2(t)) : t ∈ J}.
ûK op8 o¸�����mR}�
Z��� � ��� h ∈ F -u !¸»����r�� i ∈ I

�
t ∈ Ji = [ti−1, ti]

&��� !�,½(��


P(h)(t) = σi ◦ h ◦ T−1
i (t).

v�.Z�Ä.��1�
	e�­ !�

t ∈ Ji ∩ Jj

ko �p(k�"�
1t�%����� !�	����|�tD�­ !��"
i, j ∈ I

-
i < j

-Z���
j = i+ 1

-
t = ti

���	��
��­ !��"��up
v����	�x�_�­ !�­ko
����

σi ◦ h ◦ T−1
i (t) = σj ◦ h ◦ T−1

j (t).
°T������
¶����%o���#��
�-	}~��%�
4
, ��8v�.u� .������Z��%�%��#�u�����M�,�yk���º��M��������%o��½P�#���	� P �o�?
e�	�y½b�#����"�� F �u°µ�z�]�}�
Z��� � �	p P(h)

�	�#&�%���%�|�"��o�±�o���u��½Mk���
Á�	������%����#����"
[ti−1, ti]

v
i ∈ I

��-]���R���o������&�%���%�|�"��o�
���M"��#º#
w����%	�������

J
�

�µ
Z&���%�&����#� � ��¸ P ◦P ◦ · · · ◦ P k� !����|
k
��
�k��#
¡���������o�,�o����� Pk

�	�·��v�.u� .�����"�| �����Z�����y-o�	���
k� op� !¸���|�t

k ∈ N
-
i ∈ Ik

-
t ∈ Ji

"�|�&	�� !�	p	�����qp�%o��"���������"��

Pk(h)(t) = σi ◦ h ◦ T−1
i (t),

�¼-o�� !��k���"1������ !������- Pk(h)(t) ∈ Ui

�uûK op8 !¸»��|�tR�o����
u%��� !����|�t
k < k′

-
i ∈ Ik

-
t ∈ Ji

��
e���#


ρΣ(Pk(h)(t),Pk′

(h)(t)) 6 θ(Ui) 6 θk.

$���%���t���kop:����
Z&�%���
4
u
4
^&��
t ∈ J

-h&	�� o
Z�o����

ρF (Pk(h),Pk′

(h)) 6 θk.
�_ !��k���"1������ o������-³&����

�­ !�­k!��"1������ !���	������� {Pk(h)} }�
Z�Zk���
e���o�� !���o�^�«�st1�#k��u���qp®�«�����Z������%���
4
¡&�%��­k!�� o
 h∗ ∈ F �$�%��	��º#
�-o&���&�������%����#����¸Âko op� !¸»����r����­ !��"1�
i ∈ I∞

�
t = πT (i)

"�|�&��� !�up������qp

h∗(t) ∈ ∩k∈N(Ui|k ∩ ΣU ).
v�.u� .�0��

.�.



$����­ !�­k!��"1������ !���	�������±"� o�y½b�#����|�t¤�Z��
e&o���	����" {Ui|k ∩ ΣU}
��
e�����8k��o��
e����%	|Ç"�
e����%������

ρΣ

-
��r#%o���	�����#�	��|�����"��#%�tZ
M
u��|�"1��¸»¹?�#m(�(�	
, !¸¾���	�� !��"���m(&	���� !��k���"1������ o������������¸ {θk}

-��]-1�­ !�­k!���
"������­ !������-o���#k��#%1½(�	��"�&	�#%����#�#�	�#��������k!�	
��­k!��������"��#�	�	
Z¸ �������	


h∗(πT (i))
�o°T������
¡����%�������
�-

}�
Z��� � �	p h∗
�Z����&�%���k��� l&����� !��k���"1������ !����������� {Pk(h)} ���±�,��"��	�#�	�¡���E"�|�����%o�^}�
u�	� � ���

h ∈ F �j�|����#%���
®&�%����u��"��� o���	
Z¸ �������u

t ∈ J

�uûK op
k = 2, 3, . . .

�������#�o�,����


δk = δk(t) = inf{|t− t′| : i ∈ Ik, t 6∈ Ji, t
′ ∈ Ji}.

°T���6�Z�����������Z�
t
�#�#k���%�½(�	���qpn���b���� o�#�b����
�"(k�"�
1t�����%������Z��t

Ji

ko �p
i ∈ Ik

-!����
e���,½P������"��
{i ∈ Ik : t 6∈ Ji}

����&	
������^�
δk > 0

�Tj�|�����%��#
 &�%����	�#"��� !�������
ε > 0

�4�~��m�k�º����qp
k ∈ N

-
�����Z���P�	���

θk < ε
�oûà �p± !¸»����r#�

t′ ∈ J
�����Z��r#��-]�u���

t′ 6= t
� |t′ − t| < δk

-��o��mZk�º����qpn����%����#���
Ji

v
i ∈ Ik

��-!�#�#k���%�½P��¹b��m6���������
t
�
t′
�#k��	��"�%���
e�#�����	�]Ã·�����#�o�,����


ξ = T−1
i (t)

-
ξ′ = T−1

i (t′)
-

����r¯k��
ξ, ξ′ ∈ J

�
f(t) − f(t′) = f ◦ Ti(ξ) − f ◦ Ti(ξ

′) =

= Si ◦ f(ξ) − Si ◦ f(ξ′) = Li(f(ξ) − f(ξ′)).
$��b !��
e
e�b.u� .

(f(ξ) − f(ξ′)) · sign (ξ − ξ′) ∈ U
�oé·���u��|�"1��p¼-o�	���

sign (l(t) − l(t′)) = sign (t− t′) = sign (Ti(ξ) − Ti(ξ
′)) = (−1)si · sign (ξ − ξ′),

&	�� o
Z�o����

f(t) − f(t′)

sign (l(t) − l(t′))
= L+

i

f(ξ) − f(ξ′)

sign (ξ − ξ′)
∈ L+

i U = Ui.

Ã·�������o�,����

v(t′) = f(t)−f(t′)

l(t)−l(t′)
∈ Ui

�e�·�^v�.Z�Ä.�0��K�
t ∈ Ji

��
e���#

h∗(t) ∈ Ui

-T�����	
�k��¤�� o�­k!
����
� � �#���Z�?ko opD
Zrs ��

v(t′)̂ h∗(t) 6 θ(Ui) 6 θk < ε.
$�%��	
e�#����"P !��
e
4
±.u� ÅP�R&o��%o��
e����%	�	�,� � ��� f �o�M����%����#�Z� Ji

-�&	�� o
Z����
�-!�	���

cos(θ(Ui)/2) 6

∥

∥

∥

∥

f(t) − f(t′)

l(t) − l(t′)

∥

∥

∥

∥

6 1.

Ã����#¸µk���&��� �
u�����#
l���#%���"��#�	����"��
cos(θk/2) 6 ||v(t′)|| 6 1

�¼jÂ�#�u �
6&�%����	��"��� !�����������n"�|�����%o�
ε
õ����(�����y�	�	�y-!�	��� ||v(t′)|| → 1 = ||h∗(t)|| � v(t′)̂ h∗(t) → 0

&�%��
t′ → t

���_ !�­k!��"1������ !���	��-

lim
t′→t

f(t) − f(t′)

l(t) − l(t′)
= h∗(t).

$�%����	��"���k!pD�,��
e���	

t = l−1(τ)

-
t′ = l−1(τ ′)

-�&	�� o
Z����
¬���,½Mk�������"��

g′(τ) = lim
τ ′→τ

g(τ) − g(τ ′)

τ − τ ′
= h∗(l−1(τ)).

°T������
�����%o������
�-�&	%����	�#"��#k��o��p
g′(τ)

��
�¹b������"�
����M�(����&�%���%�|�"��o�?���K"���º#
E����%��������
[0, l1]

�Z�_ !�­�
k!��"1������ !���	��- � ��&�&	�#%

S
ÀÒrs ��,k�����m]�

�

.�Å



�]i �RÍXghØ�c�ÍXÎDi

.

..

.

..

.

.

.

..

.

..

..

..

..

..

.

.

..

..

..

.

..

.

..

.

..

..

.

.

..

..

..

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

.

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

.

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

.

..

.

..

.

..

..
.

..
..
..
..
..
.

..
..
..

..
..
..
..

..

..

..

..

..

..
.

...
...

..

..
..
..

...
...
..
.

...
..
...

..

..
..
...
...
..

...
..
..

...
.

...
.

...
...
.

...
...
...
...
..

...
....

...
...
..

....
...
.

....
.

....
.

....
...

...
....

....
.

......
....

.......
-

61

1

� �	���³)/c
.

.

..

...

..

..

..

..

.

.

...

...

...

..

..

...

.

......
.

.....
..

....

..

....
...
...
..

..

...

...

..

.....

.

.......

......
.....

.....
......

.......
.

....
.

..

.

.....

.......

..

.....

.....

..

.......

........... ........ ........... ............... ............... ........... ........ .......
....

...
...
.

..

...
..

...
..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

.

..

.

..

..

.

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

.

..

..

..

.

..

..

.

..

.

..

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..

..

..

..

.

..-

6

1

2

1

� ������.8c
.

.........

........

...........

......

....

..........

.........

.......

.......

.........

.........

.......

......
.......
.......
...... ....... .......... .......... ....... ....................

.....
.

....
...

....
...
..

...
....
..

...
...
.

...
...
.

...
...
...

...
...
..
..

..
..

...
...

..
...
...
...

..

...
..
.

..

...
...
.-

6

1

� �����!Å8c

�RÍXghØ�c�Í �{i È � ���#��
e����%��	
6�#��������
4
~�q½ó��
���¸»¹b�Zt~��������%o��½P������m
S = {S1, S2}

"��Zk��
Si(x) =

Ai(x− oi) + oi

-
i = 1, 2

-�r¯k��

A1 =

(

1
3

0
−1

3
1
3

)

, o1 =

(

0

1

)

, A2 =

(

1
3

−1
3

0 1
3

)

, o2 =

(

1

0

)

���	������
��
S
p�"� �p������qp � ��&�&	�#%���
 �8"���% �b�	�o��
e� x0 = o1

-
x1 = S1(o2) = S2(o1)

-
x2 = o2

�
����r#������
Z%���m

(0, 0)
� ����&�&	�#%

S

�k���"� !����"���%1p����^���#��%	�#
e�±.u� 0±�������	
�����


U = {(x, y)T : x >

0, y 6 0} �R"��#�u����%o��
e� γ0 = (0,−1)T - γ1 = (1/
√

2,−1/
√

2)T - γ2 = (1, 0)T ���_ !�­k���"1�����­ !�����	-������%����	����% � ��&�&	�#%o�
S
p�"� �p������qp�rs !�yk�����mR��%���"���mEv��#
��o%������{)y���

� ��
e������
�-��	����
�����%�� � | A1

-
A2

"�|���%o����|:�����]-��u�����	
e�#¸»��"��#��r#�»&����#k�����
4
~�#��������"���������
4

"��#�	����%	
��

�RÍXghØ�c�Í �{i��B° %��D��������%o��½b�#���	p
Si(x) = Ai(x− oi) + oi

-
i = 1, 2, 3

-�r¯k��

A1 =

(

1
3

0
1
2

1
6

)

, A2 =

(

1
3

0
0 0

)

, A3 =

(

1
3

0
−1

2
1
6

)

,

�
o1 =

(

0

0

)

, o2 =

(1
2
1
2

)

, o3 =

(

1

0

)

&	��%��,½Mk���¸»��rs ��yk!����m � ��&�&���%]-!��"��#% �?���o��
e�

x1 =

(

0

0

)

, x2 =

(1
3
1
2

)

, x3 =

(2
3
1
2

)

, x4 =

(

0

1

)

�R�#�	r#�o����
Z%���m
(0, 0, 0)

��°T����%��#
���.u� 0b"�|�&��� o�	p������qp±�K�����u
��#��


U = {(x, y)T : |y| 6 3x}
�R"����	����%���
e�

γ0 = (1, 3)T, γ1 = γ2 = (1, 0)T, γ3 = (1,−3)T.j�|�%	�y½Pk����������à��������%o��½P�������
S2

&���%��#"���k!�	�8"���¸ �	%���"�
Z¸ "(����%����#���]���Ý������%o���	����%¤õ�����r��
� ��&�&���%o�»����k!�#%1½ó�u������º��������_������ o�»����%����#����"�-� !��½P��¹b�utK����%���r#���o�ykKk���&��� o���#���	�#
6
e���,½P������"1�
�~���u����%o�M�o�P����%����#�Z�

[0, 1]
v��#
��o%��	����.��­�

.��



�RÍXghØ�c�Í �{i�� ����������
����q½ó�	
���¸»¹?�ut^��������%o��½P������m
S = {S1, S2}

"��Zk��
Si(x) = Ai(x −

oi) + oi

-
i = 1, 2

-�r¯k��

A1 =

(

1
2

√
3

10√
3

10
3
10

)

, o1 =

(

0

0

)

, A2 =

(

1
2

−
√

3
10

−
√

3
10

3
10

)

, o2 =

(

1

0

)

,

p	"� op	�����qp � ��&�&���%���
^��"��#% �?���o��
e� x0 = o1

-
x1 = A1o2

-
x2 = o2

�P�#��r��o����
u%	��m
(0, 0)

��é��� !��"��	p
���#��%	�#
e|¿.u� 0P"�|�&��� !�up�¸»���qp��~�����	
��#��


U = {(x, y)T : x >
√

3|y|}
�¶"��#�	����%o��
e�

γ0 = (
√

3, 1)T, γ1 = (1, 0)T, γ2 = (
√

3,−1)T.
°4������
 ����%�������
�-X������%o���u����%

K���������#
e|
S
p	"� op������qpRrs ��yk!�Z��m���%��	"���m]�

Ã·�����#�o�,����

S
′ �#�	������
4
�-�&��� o
Z�������	
Z¸¿k!���1��"� o�#������
¬�

S
��������%o��½b�#���	p

S3
�

A3 =

(

1
5

0
0 3

5

)

, o3 =

( 1
2√
3

2

)

.

� ����%o���	����%
K ′ ���������#
e|

S
′ p�"� op	�����qpw����
e
e����%������	|�
N�����������	���­ !������"��#%u�����Z�� !������m¬���#�¡�

&	��"���%�������"b���
120o

��%	��
Zr#�� o����������
�-or���
e�#��
e��%�}~��|�
¶��%���
ur��� !���	���	
R����%�&�����������r#����$~%	����º#
�-
������%����	����%

K ′ �#�#k���%�½(�	�M����º��������������­ !�brs ��,k����ut�k!
Zr�-up�"� op�¸�¹b�ut��qpD��}~}~������|�
e������%o���,��
e��	%���"���m
K
�

�_ !��k!
Z¸»¹?��mP&�%���
e��%à&	���Z����|�"1�����y-y�	������
�¹?�#����"�
Z¸»�������u½P������&u !���������_rs ��yk����	� � �	&�&��#%	|��

�RÍXghØ�c�Í �{i�� ����������
��
S = {S1, S2}

�q½(��
���¸�¹b�utE��}~}~������|�t���������%o��½P�#���	m:r#�Z !������%u�
����"1�M&�%�������%o��������"1�

l2
�o�M�#���yp¼-o"��Zk��8c

S1(ξ) = (
1

2
ξ1,

1

4
(ξ1 + ξ2),

1

4
ξ2,

1

4
ξ3, . . . ,

1

4
ξn−1, . . .)

S2(ξ) = (
1

2
ξ1 +

1

2
,
1

4
(1 − ξ1 + ξ2),−

1

4
ξ2,

1

4
ξ3, . . . ,

1

4
ξn−1, . . .)

p	"� op	�����qp � ��&�&	�#%���
:�»"���% �b�	�o��
e� 0
-�v 1

2
e1 + 1

4
e2
�­-
e1
�(�#��r��o����
Z%���m

(0, 0)
��$~%	���#� � �	p8������%����u�

����%o�R�o�±&u o���#���������
ξ1ξ2

p�"� op	�����qp^k!
Zr#��mE&o��%o������ !|
ξ2 = ξ1(1 − ξ1)

-
ξ1 ∈ [0, 1]

�³$~%	���#� � �	p
���8&u !�����Z�������

ξ1ξn
v
n > 3

��p�"� �p������qp^rs ��yk�����mn��%��	"���m]-]����������"� !�#�	����m^�	�
2n
ko
urM&o��%o������ ¤�

����"�&o�,k���¸»¹?��
e�R"��������Z��tR����|��Z�(&�%����	��"��#k��	|�
e���� o�#"1�M�D�#&�%o��"1��c

ξn = (−1)[2nξ1](ξ1 −
[2nξ1]

2n
)(

[2nξ1] + 1

2n
− ξ1), ξ1 ∈ [0, 1].

� ��
e�����	
�-u�	���P������%o���u����%(k���������r�� � ��&	&��#%o�à����
e�,½P���b��| ���?�	�#��
e��%�}~���à"� !�,½P�#�ó���ó"à�u���Z���
�����	�#������
e�#%������~ !�	���#m��	���à&	%�������%o��������"��¤v��y�����op�"� �p������qpR��
�¹b������"��#���������#�#�����	�#������
e�#%���|�
_�­-
�����¬�Z���«
e���,½P�#����"���"��#�	����%���"��#r��nt���%�k¾�#�#k���%1½ó�	�:�#��º��������������­ !�^ o�����#m	���:�����,��"����#��
e|�t
"��#�	����%���"#c

S1(e1), S1 ◦ S1(e1), . . .

.�0
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