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YDZLZ\[^]�_a`cbLd
eXf^g
h
ikjml\f^g
nonqpRgmj
f=r=skg
lqj
nut�v=f=i�nwjmfOgmx^nqjms
iynwlov^gmfOgmh
lqz^{
x^|�}4p\lqf

M(X) ~i
v=f^l��Olqz^�qx=x^|�}�x^g�h
ikf=lwz^losknq��ik�
σ � g�z^�olqh
f^l B(X)

p\lqjmf^r=�=lonq��i
�qi�v=f^i �nwjmfOgmx^nqjmskg
X �o� f=iknqjmf^gmxOnwjmski M(X)

p\lqjmf^r=�q�klqj
nut�f^gknqnwj
i�t=x=r=lop���gmx^jmi �f=i
skr=�^g �W� ��hkr=x=��j
lq�=x^g ~ j�gm�=��l�xOgm�q|ys�gml�p\|�p�sX���q�y��f^g
nonwjmi�t=x=r^lop��4g
j ��=r=x^nqi
x^g^� �\  i
�agm�o|yskg
lqj
nut�j
lqi
f^lopRg�iGjmi�p ~ �=jmi�v=f=iknqjmf^g
x^nwjmski M(X)v=imzOx=i s�jmi�p�r7jmimz^{k��i�jmikp�n�zO���Ogml ~ lonwz^r7v=imzOx=i�v=f=i�nwjmf^g
x^nwj
s
i X �
� gkn �nqp\ikjmf=lqx^|¡v=f^raz^i���lox=rat£¢qjmik��jmloi
f=l�p\|�s�jmloi
f=r=r7nog
p\i
v^i��Oi
hkx=|�}�¤�fOgm� �j�g�z^iks �
�%z^¥"�=los
|yl7n�zOi
skg^¦�¤�fOgm�=j�g�zO| ~ nqg
p\ikv=i��Oikh
x=|yl£p\x=i���l�nwjms�g ~ r=x=s�gmf=r^g
x=jmx=|yl7p\l �f^| ~ nqlqv^g
f^gmhklwz^{kx=|ylRp\lqf=| ~ p\lqjmf^r=�ag"��gmx^jmi
f=iks
r=�Og �§� ��h
r=x=��jmlq�^x^g ~ fOg
nqnqjmi�t=x=r=l#�4gmj ��^r=x^nwikx^g �
¨ T�©�ILM�ª�M^N(«!M¬T"­�®¬¯�°a±�²=³µ´
¶�·��D¸U�!¹7¯�²aºJ»J¼¾½�±�¼À¿!ÁaÁ=±mÂ¾Ã3Ä¾±�¼JÃ�²a»¾³Å»J¼JÁ^¯�®J»�Æ

¯�¼J²a¼¾±�Ç�Èy³�®JÉÊÂJË¾ÃÍÌ�±�¼¾³�ºJ¼¾±�Ç�½�»¾½�²=³�È�É?½w¸+»¾È�¯�Î£Ï�»�ÐÍÄ¾±�Â¬±a°�»JÇÀ¿k®¬¯�½�½�È�¯�²a®J»JÁ^¯�³�²
Èy³�²a®J»Jº¾³�½�Ì�±a³+ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±

(X, ρ)
»�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±

Mloc(X)
Èy³�®

ν
¼¬¯

X
½

±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J¼JÉ È�¼¾±a½�»J²=³�Ë¬³�È�¿�¼¾±�®¾È�»J®¾±�Á^¯�¼J¼JÉ�Ð�Ò=½�Ë¬±�Áa»¾³�È
ν(X) = 1

¿mÁ£ÌO±�²=±�®¾±aÈ
ÁaÁ=±mÂ¾»J²=½wÃ�Èy³�²a®J»JÌ�¯U´
¶J¿��¾�
¶��ÔÓÕ�
Ö×·×Ø

H(ν, µ) = sup

∣

∣

∣

∣

∫

X
f dν −

∫

X
f dµ

∣

∣

∣

∣

, (1)

ÑqÂ¬³Í½�Ò�ÄJ®¾³�È�Ò�ÈÙ°a³�®¾Ú�²=½qÃUÄ¾±�Á=½�³�ÈÙÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÃJÈ
f
»JÝ7ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯

lip 1(X) = {f : X → R : |f(x) − f(y)| 6 ρ(x, y),
ÂJË¾ÃGÁ=½�³�Ð

x, y ∈ X}.

Þ ²�¯GÈy³�²a®J»JÌ�¯�¿#¼¬¯�Ý�Á^¯�¼J¼¬¯�ÃßÁà´á��·£âk®¬¯�½�½�²=±
Ã�¼J»¾³�Èã¹7¯�²aºJ»J¼¾½�±�¼¬¯�äk¿(°�É�ËL¯�ÁaÁ=³�Æ
Â¬³�¼¬¯+Áå�aækÆçÐ�Ñm±mÂL¯kÐ�Á+®¬¯�°a±�²�¯kÐUèX�é­ê�é�Í¯�¼J²=±�®¾±�Áa»Jº¬¯+»�ëc�éìí�¾îyÒ�°�»J¼Jï�²=³�ÇJ¼¬¯�Ó§½�È��
´ð	�¿Jë^Ë#� �¾¿Rñw��·WÖ��

òê®J»�Â¬±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁ=³+²=³�±�®¾³�È�Éô´
¶J¿¬�¾� �¬ÓÕ�
Ö×·y±�½�ÒOÏ�³�½�²aÁ=±�Á^¯�¼J»J»ß»J¼JÁ^¯�®J»¬¯�¼J²�Æ
¼¾±�ÇÅÈy³�®JÉÙ¼¬¯ê½m¯�Èy±�Ä¾±�Â¬±a°�¼¾±aÈ1È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=³a¿^ÁÍ½�²�¯�²aó=³D´
¶k·¬»¾½�Ä¾±�Ë¾óaÝ�Ò=³�²=½qÃX²=³�±�®¾³�È�¯
õ�¯�¼¬¯kÐO¯ß±Ê¼¾³�Ä¾±�Â¾Áa»J¸+¼¾±�Ç.²=±�ºJÌO³a¿�¼¾±à±�²=½�ÒO²=½�²aÁaÒ=³�²àÂ¬±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁ=±1Ä¾±�Ë¾¼¾±�²aÉ
®¬¯�½�½�È�¯�²a®J»JÁ^¯�³�Èy±�Ñm±�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯�Èy³�®

Mloc(X)
�R­ã½�Ë¾Ò�º¬¯�³�ÌO±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼¾±�Ñm±

XÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±
Mloc(X)

Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½wÃµÌO±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼JÉ È�Ó§½�È��(´ð	�¿¬ë^Ë#�
ö�¿#ñw��·WÖ »À¿c½�Ë¬³�Â¬±�Æ
Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿¬Ä¾±�Ë¾¼JÉ È��L÷�Â¾¼¬¯�ÌO±J¿¬Áå±a°�Ï�³�ÈÙ½�Ë¾ÒOº¬¯�³7½�ÄJ®¬¯�Á=³�ÂJË¾»JÁ=±
ø�ù�I¬MOFcúÊª�M^N(«!M¬T£û�üwýJþ ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � X �
���������	� þ�� ���
��� � � ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 �
Mloc(X) �
� ÿ � ý �
���

��³�Ç¾½�²aÁa»J²=³�Ë¾óa¼¾±J¿"ÁaÉ °�®¬¯�ÁÊÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó?²=±�º¾³�Ì
xk ∈ X

¿(ÂJË¾Ã Ì�±�Æ
²=±�®¾±�Ç

ρ(x0, xk) 6 k
»
ρ(x0, xk) → ∞

ÄJ®J»
k → ∞

»À¿%»¾½�Ä¾±�Ë¾óaÝ�ÒaÃ Èy³�®JÒ

�



�D»J®¬¯�Ì�¯
δx

Ó§½�È��êñ��=Ö�¿�Èy±m¸�³�È ±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¾»J²aó Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó Èy³�®
νn =

2−nδx0
+

∑n
k=1 2−kδxk

¿�Û7Ò�¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼JÒ�Î.Á
Mloc(X)

¿=¼¾±�¼¾³�»¾Èy³�Î£Ï�ÒOÎ ÄJ®¾³�Æ
Â¬³�ËL¯+Á���²=±aÈ ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=³a�

òê®¾±a°a³�ËUÁDÂ¬±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁ=³7²=³�±�®¾³�È�É ¹ê¯�²aºJ»J¼¾½�±�¼¬¯�°�É�ËU±�²=Èy³�º¾³�¼�ÁG´á��·×¿�ÑwÂ¬³
ÂJË¾Ã ½�Ë¾ÒOº¬¯�Ã

X = R
n °�É�Ë¬±àÂL¯�¼¾±3¼¾±�Á=±a³UÂ¬±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁ=±���²=±�Ç ²=³�±�®¾³�È�É&½

»¾½�Ä¾±�Ë¾óaÝm±�Á^¯�¼J»¾³�ÈÙÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
M(X)

Èy³�®
ν
¿OÒ
Â¬±�Á�Ë¬³�²aÁ=±�®OÃ�Î�Ï�»�Ð�Ò=½�Ë¬±�Áa»JÃJÈ

ν(X) = 1
» ∫

X ρ(x0, x) dν <∞
ÂJË¾Ãå¼¾³�ÌO±�²=±�®¾±�Ç�²=±�ºJÌJ»

x0 ∈ X
¿=¼¬¯kÂ¬³�Ë¬Ú�¼J¼¾±�Ñm±

Èy³�²a®J»JÌ�±�Ç ÓÕ�
Ö����(¯�È ¸�³�°�É�ËL¯µÒ=½�²�¯�¼¾±�Á�Ë¬³�¼¬¯àÄ¾±�Ë¾¼¾±�²�¯ßÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
M(X)

¿
ÂJË¾Ã�º¬¯�½�²a¼¾±�Ñm±U½�Ë¾Ò�º¬¯�Ã

X = R
n �\­ ñw�UÈ�É Â¬±�Ì�¯�Ý�É�Á^¯�³�Èã±a½�¼¾±�Áa¼¾±�ÇÊ®¾³�Ý�ÒkË¾ó
²�¯�²

ÓW²=³�±�®¾³�È�¯Å�¾���=Ö�±a°���ÌJÁa»JÁ^¯kË¬³�¼J²a¼¾±a½�²a»Ê½�Á=±�Ç¾½�²aÁ�Ä¾±�Ë¾¼¾±�²aÉ ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
M(X)»µÄ¾±�Ë¾¼¾±�²aÉ ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯

X
Á�±a°�Ï�³�È ½�Ë¾Ò�º¬¯�³a�Ròê®J»�Ë¬±m¸�³�¼J»¾³���²=±�Ç�²=³�±�®¾³�È�É

ÌG½m¯�Èy±�Ä¾±mÂ¬±a°�¼JÉ È Û7®¬¯�ÌJ²�¯kËL¯�ÈãÓ ño�=Ö4¼¾³£²=±�Ë¾óaÌO±+Ä¾±�Ë¾¼¾±a½�²aóaÎ ½�¼J»¾È�¯�³�²+Á=±�ÄJ®¾±a½7±
Ì�±�®J®¾³�ÌJ²a¼¾±a½�²a»å²=³�±�®¾³�È�ÉÙ¹7¯�²aºJ»J¼¾½�±�¼¬¯£ÁÍ±a°�Ï�³�Èµ½�Ë¾Ò�º¬¯�³a¿�¼¾±ê»�®¬¯�½�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼JÃJ³�²
³�Ú�¼¬¯�½�Ë¾Ò�º¬¯�ÇÊ½�º¾Ú�²a¼JÉ�Ðß½�»¾½�²=³�È ½w¸+»¾È�¯�Î£Ï�»�ÐÊ±�²=±a°�®¬¯�¸�³�¼J»JÇÀ� Þ ²=±�Ä¾±�Ý�Á=±�Ë¾ÃJ³�²
®¬¯�½�½�È�¯�²a®J»JÁ^¯�²aóU¯�²a²a®¬¯�ÌJ²=±�® Ó§½�º¾Ú�²a¼¾±�ÇLÖ ½�»¾½�²=³�È�É ½w¸+»¾È�¯�Î£Ï�»�ÐUÄ¾±�Â¬±a°�»JÇ�Áå°=¯kÆ
¼¬¯kÐ^±�Á=±aÈàÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=³�Ì�¯�Ìå¼¾±a½�»J²=³�Ë¾ó�»J¼JÁ^¯�®J»¬¯�¼J²a¼¾±�Ç�Èy³�®JÉÍ¿O°a³�Ý�¯�ÄJ®J»¾±�®J¼¾±�Ñm±
²a®¾³�°a±�Á^¯�¼J»JÃ¡³�Ñm±+ÌO±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼¾±a½�²a»À�

	 T�
��=N(Q¬ILN�
+M��(Q¬N��#ù�«���T�òêÒ=½�²aó
(X, ρ) � Èy³�²a®J»Jº¾³�½�ÌO±a³�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±

»
Cb(X) � ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±GÁ=½�³�Ðµ¼¾³�ÄJ®¾³�®JÉ�Áa¼JÉ�Ð�±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J¼JÉ�ÐÊÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÇ

f :
X → R

½ê¼¾±�®¾Èy±�Ç
‖f‖∞ = supx∈X |f(x)|

�Jòê®J»���²=±aÈ ºJ»¾½�Ë¬±

Lip f = sup{|
f(x) − f(y)

ρ(x, y)
| : x 6= y x, y ∈ X}.

¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�È���������� ���!�"��#%$!&�'�( &�)+*�,-����� &3Û7Ò�¼JÌJÜJ»J»
f
¿c»à³�½�Ë¾»à±�¼¾±GÌ�±�¼¾³�ºJ¼¾±J¿

²=±+ÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÎ
f
¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�È.$�&�'!("&!)!*�,��-#¬�Jòê®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯XÁ=½�³�Ð�Á=³�Ï�³�½�²aÁ=³�¼J¼JÉ�Ð

Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�ÁaÉ�Ð Û7Ò�¼JÌJÜJ»JÇÀ¿ ±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J¼JÉ�Ð Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�ÁaÉ�ÐãÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÇÀ¿�» ÛÍÒO¼JÌ�Æ
ÜJ»JÇG½£ÌO±�¼¾½�²�¯�¼J²=±�ÇGË¾»JÄJï�»JÜ¾³�Á=±a½�²a»

< α
¼¬¯

X
±a°a±�Ý�¼¬¯�º¬¯�Î£²=½wÃU½�±a±�²aÁ=³�²=½�²aÁ=³�¼J¼¾±

lip (X)
¿
lip ◦(X)

»
lip α(X)

�+/4»¾È�Á=±�Ë
diam (A)

±a°a±�Ý�¼¬¯�º¬¯�³�²åÂ¾»¬¯�Èy³�²a®�È�¼¾±m¸�³�Æ
½�²aÁ^¯

A ⊂ X
¿c²k�R³a�\ºJ»¾½�Ë¬±

sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} ∈ [0,+∞] 0 ®¬¯�½�½�²=±mÃ�¼J»¾³X±�²²=±�ºJÌJ»
x ∈ X

Â¬±GÈ�¼¾±m¸�³�½�²aÁ^¯
A
±a°a±�Ý�¼¬¯mº¬¯�³�²=½wÃ

ρ(x,A) = infy∈A ρ(x, y)
�217±�Æ

½�»J²=³�Ë¬³�È Á=³�Ï�³�½�²aÁ=³�¼J¼¾±�Ç�Û7Ò�¼JÌJÜJ»J»
f : X → [0,+∞)

¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½wÃ�È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±
spt f = {x ∈ X : f(x) > 0}

�
õ4ÒkÂ¬³�È ÄJ»¾½m¯�²aó

αn ↓ α0
ÓW»�Ë¾»

αn ↑ α0
Ö�ÂJË¾ÃµÈy±�¼¾±�²=±�¼J¼¾±�Ò�°�É�Á^¯�Î£Ï�³�Ç Ó§½�±�Æ

±�²aÁ=³�²=½�²aÁ=³�¼J¼¾±ÅÁ=±�Ý�®¬¯�½�²�¯�Î£Ï�³�ÇLÖ�ºJ»¾½�Ë¬±�Á=±�ÇµÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»
{αn}

¿¬½�Ð^±mÂ¾Ã�Æ
Ï�³�Ç¾½wÃåÌ

α0
�43�¼¬¯kË¬±�Ñ�»JºJ¼¾±�°�Ò
Â¬³�ÈÊÄJ»¾½m¯�²aó

fn ↓ f0
ÓW»�Ë¾»

fn ↑ f0
Ö(¼¬¯DÈ�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=³

X
¿�³�½�Ë¾»+Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó�Á=³�Ï�³�½�²aÁ=³�¼J¼JÉ�ÐXÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÇ

{fn}
¿a±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¬Ú�¼J¼JÉ�Ð

¼¬¯
X
¿�Ò�°�É�Á^¯�³�²�Ó§½�±a±�²aÁ=³�²=½�²aÁ=³�¼J¼¾±£Á=±�Ý�®¬¯�½�²�¯�³�²OÖ#»�Ä¾±�²=±�º¾³�ºJ¼¾±�½wÐ^±�Â¾»J²=½wÃ�ÌDÛ7Ò�¼JÌ�Æ

ÜJ»J»
f0
Á=½�Î�Â¾Ò�¼¬¯

X
�

ò7±�Â657*98+��#
ν
¼¬¯

X
È�É Ä¾±�¼J»¾È�¯�³�ÈAÁ=³�Ï�³�½�²aÁ=³�¼J¼JÒOÎ ¼¾³�±�²a®J»JÜ¬¯�²=³�Ë¾óa¼JÒ�Î

½�º¾Ú�²a¼¾±�Æ ¯kÂJÂ¾»J²a»JÁa¼JÒ�Î�Û7ÒO¼JÌJÜJ»JÎ È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ^¯�¿�Ý
¯kÂL¯�¼J¼JÒOÎí¼¬¯
σ
Æ ¯kË¾Ñm³�°�®¾³

B(X)Á=½�³�Ð�°a±�®¾³�Ë¬³�Á=½�ÌJ»�Ð�Ä¾±mÂ¬È�¼¾±m¸�³�½�²aÁåÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
X
»�Ò
Â¬±�Á�Ë¬³�²aÁ=±�®OÃ�Î�Ï�ÒOÎ ®¬¯kÆ

Á=³�¼¾½�²aÁaÒ
ν(∅) = 0

�;:¡³�®JÒ
δx(A) = {1

ÄJ®J»
x ∈ A; 0

ÄJ®J»
x 6∈ A}

¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�È<5�*>=

�



8 �-#�� & 8 ���4�7Á£²=±�ºJÌ�³
x ∈ X

Ó§½�È���´á�mæJ¿��mæ������ �¬ÓÕ�
Ö×·WÖ�� :¡³�®¬¯
µ
¼¬¯
X
¿kÒkÂ¬±�Á�Ë¬³�²aÁ=±�®^Ã�Æ

Î£Ï+¯�Ã7Ò=½�Ë¬±�Áa»JÎ
µ(X) < +∞

¿�¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½qÃDÌ�±�¼¾³�ºJ¼¾±�ÇÀ���7����&���* $���Èy³�®JÉ
µ
³�½�²aó

È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±
sptµ = X \ ∪{A ⊂ X : A

±�²aÌJ®JÉ�²=±å»
µ(A) = 0}.

:�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±
A ⊂ X

¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½qÃ � *>'���8 �
	 * $�������5D¿y³�½�Ë¾» ±�¼¾±Ê½�±�Â¬³�®O¸+»J²=½wÃ.ÁßÝ
¯�È�É�Ì�¯�¼J»J»
½�Á=±a³�Ñm±X¼¾³Í°a±�Ë¬³�³7º¾³�ÈÙ½�º¾Ú�²a¼¾±�Ñm±åÄ¾±�Â¬È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ^¯�� /"Ë¬³�Â¾ÒaÃÊ´�
J¿Jë=Ë#�á�a¿ ñ
�a� ·×¿LÈ�É ¼¬¯kÆ
Ý�É�Á^¯�³�È.Èy³�®JÒ

µ
� *>'���8 �
	 * $�������#¬¿¾³�½�Ë¾»µ½�ÒOÏ�³�½�²aÁaÒ=³�²�°a±�®¾³�Ë¬³�Á=½�Ì�±a³�½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾ó�Æ

¼¾±a³�È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±
A ⊂ X

²�¯�ÌO±a³a¿cºJ²=±
µ(X \ A) = 0

���êÝ�Á=³�½�²a¼¾±�´���¿ �������á��
k·×¿LºJ²=±
¼¾±a½�»J²=³�Ë¾ó�ÌO±�¼¾³�ºJ¼¾±�ÇßÈy³�®JÉ Á=½�³�ÑwÂL¯ÅÃ�Á�Ë¾ÃJ³�²=½wÃ¡½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ È È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±aÈ »
Ä¾± ��²=±aÈ�ÒµÂJË¾Ã�ÌO±�¼¾³�ºJ¼JÉ�ÐàÈy³�®ßÒ=½�Ë¬±�Áa»¾³

µ(X \ sptµ) = 0
®¬¯�Áa¼¾±a½�»�Ë¾óa¼¾±¡½�³�Ä¬¯kÆ

®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»µÈy³�®JÉ
µ
�

/%³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±�Ì�±�¼¾³�ºJ¼JÉ�Ð3Èy³�®
Π
¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½wÃ.' $!�-� ����5 Ó§½�È��"´�
¾¿Àë=Ë#�á�a¿ ñ
�a� ·WÖ�¿

³�½�Ë¾»ÙÂJË¾Ã?Ë¾Î£°a±�Ñm±
ε > 0

¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½wÃÙ²�¯�ÌO±a³UÌ�±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼¾±a³¡È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±
K
¿�ºJ²=±

ν(X \ K) < ε
ÂJË¾Ã Á=½�³�Ð Èy³�®

ν ∈ Π
¿�»À¿ ½�±a±�²aÁ=³�²=½�²aÁ=³�¼J¼¾±J¿�ÌO±�¼¾³�ºJ¼¬¯�Ã Èy³�Æ

®¬¯1¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½qÃ�' $!���"�!�-#¬¿�³�½�Ë¾» Ä�Ë¬±�²a¼¾± ½�³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±J¿�½�±a½�²=±
Ã�Ï�³�³ß²=±�Ë¾óaÌ�±Ù»JÝ
��²=±�ÇµÈy³�®JÉÍ�¬�7±�¼¾³�ºJ¼¬¯�Ã¡Ä�Ë¬±�²a¼¬¯�Ã�Èy³�®¬¯X±mÂ¾¼¾±�Ý�¼¬¯�ºJ¼¾±�±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¾ÃJ³�²=½wÃµÝ�¼¬¯�º¾³�¼J»JÃ�Æ
È�»3»J¼J²=³�Ñ�®¬¯kËL¯U¼¬¯�Û7Ò�¼JÌJÜJ»JÃOÐ

f ∈ lip ◦(X)
Ó§½�È��%´�
�¿#ë^Ë#�á�a¿ ñ
�a¿��!³�±�®¾³�È�¯1�a�
¶�� ·WÖ��

÷�²=Èy³�²a»¾È�¿ÀºJ²=±ÅÁGÄ¾±�Ë¾¼¾±aÈ Èy³�²a®J»Jº¾³�½�Ì�±aÈ ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=³
X
½�Á=±�Ç¾½�²aÁ^¯�Ä�Ë¬±�²a¼¾±�Æ

½�²a»�»G½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»�Èy³�®JÉ ��ÌJÁa»JÁ^¯kË¬³�¼J²a¼JÉ Ó§½�È��\´�
�¿a��±a°=¯�Á�Ë¬³�¼J»¾³������ ·WÖ�� :�É
°�ÒkÂ¬³�È ®¬¯�½�½�È�¯�²a®J»JÁ^¯�²aó�²=±�Ë¾óaÌO±Å½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ ³�Èy³�®JÉÍ¿J¼¾³ÍÌ�¯�½m¯�ÃJ½�óå²�¯�Ì�¼¬¯�Ý�É�Æ
Á^¯�³�Èy±�Ç3ÄJ®¾±a°�Ë¬³�È�É�Èy³�®JÉ�Ó§½�È��"´�
�¿R��±a°=¯�Á�Ë¬³�¼J»¾³������ ·y»�Ë¾» ´���¿����á�a��
k·WÖ��!�Í¯�¸�ÂL¯�Ã
Ì�±�¼¾³�ºJ¼¬¯�Ã+Èy³�®¬¯ ¼¬¯

X
Ä¾±�®¾±m¸�ÂL¯�³�²êË¾»J¼¾³�ÇJ¼JÉ�ÇXÛ7Ò�¼JÌJÜJ»¾±�¼¬¯kË

µ(f) =
∫

X f dµ
¼¬¯

ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=³
E(X,µ)

Á=½�³�Ð�Á=³�Ï�³�½�²aÁ=³�¼J¼JÉ�Ð
µ
Æ×½�Ò�ÈyÈ�»J®JÒ=³�È�É�ÐåÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÇÀ���ÍË¾Ã

Èy³�²a®J»Jº¾³�½�Ì�±�Ñm±ÊÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
X
È�ÉÍ¿y½�Ë¬³�Â¾ÒaÃ ´á�^¿(½�²a®À���m���k·×¿�®¬¯�½�½�È�¯�²a®J»JÁ^¯�³�È

ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±
M(X)

Á=½�³�Ð3½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ�Ð Èy³�®
µ
²�¯�ÌJ»�ÐR¿#ºJ²=±

µ(X) = 1
»

µ(f) < +∞
ÂJË¾ÃGË¾Îê°a±�Ç�Û7Ò�¼JÌJÜJ»J»

f ∈ lip (X)
���R¯�Èy³�²a»¾È�¿¬ºJ²=±åÁÅ±a°�Ï�³�ÈÙ½�Ë¾Ò^Æ

º¬¯�³
Mloc(X) ⊂ M(X)

¿
ÑqÂ¬³
M(X) � ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±êÈy³�®À¿mÁaÁ=³�Â¬Ú�¼J¼¾±a³4ÁD´á�=¿
½�²a®À���
aæk·À°a³�Ýê²a®¾³�°a±�Á^¯�¼J»JÃG»�ÐÅ½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»À���+¿OÌJ®¾±aÈy³£²=±�Ñm±J¿

M(X) ⊂ M(X)
�

�Í¯�¸�Â¬±�Çà²=±�ºJÌO³
a ∈ X

½�±�Ä¾±a½�²�¯�Á�Ë¾Ã�³�²=½qÃ3Û7Ò�¼JÌJÜJ»JÃ
φa(x) = ρ(a, x)

¿RÄJ®J»J¼¬¯kÂJÆ
Ë¬³�¸�¯�Ï�¯�ÃGÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁaÒ

lip (X)
�

ø�ù�I¬MOFcúÊª�M^N(«!M 	 T ¨ T�� � ÿ � ������� ý�� � ��� � � ��� µ � �!� � � � þ�� � ü�" �#� ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 �
(X, ρ) ��$#%�� 
aý � ��
 � ���'&)( ���*$ üwý � 
aþ & µ(X) = 1 �

ÿ � þ � �+% ý ��, þ
�7ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 $
M(X)

� ���-%�� þ � � ý���" � � ���-%�� � " ���.%�� ü $'( � ü���
 $ � � � � �
" � a ∈ X
� � " ��� � � � �

µ(φa) < +∞ �

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<;�= ½�Ë¾»
µ ∈M(X)

¿�²=±
φa ∈ lip (X)

ÂJË¾ÃÍË¾Îê°a±�Ç�²=±�ºJÌJ»
a ∈ X»À¿�½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿

µ(φa) < +∞
� = ½�Ë¾» »¾Èy³�³�²=½wÃ?²=±�ºJÌ�¯

a ∈ X
²�¯�Ì�¯�ÃR¿yºJ²=±

µ(φa) < +∞
¿�²=±�ÂJË¾Ã1Ë¾Î£°a±�Ç Û7ÒO¼JÌJÜJ»J»

f ∈ lip (X)
ÁaÉ�Ä¾±�Ë¾¼JÃJ³�²=½qÃ ±�Ü¾³�¼JÌ�¯

f(x) 6 f(a) + (Lip f) · ρ(a, x) = f(a) + (Lip f) · φa(x)
¿¾»JÝ7ÌO±�²=±�®¾±�Ç¡½�Ë¬³�Â¾Ò=³�²

²a®¾³�°�Ò=³�È�¯�Ã¡±�Ü¾³�¼JÌ�¯�ÂJË¾ÃG»J¼J²=³�Ñ�®¬¯kËL¯�Ø
µ(f) 6 f(a) + (Lip f) · µ(φa) < +∞

�
�

> T@? MOù�F!«BA^H�C(« � �(F!Q+�=ù�F!HJN �=ù�I¬HED£MOF"T¬î�¯�½�½�²=±mÃ�¼J»¾³
H(µ, ν)

Èy³�¸�Â¾ÒXÈy³�Æ
®¬¯�È�»

µ, ν
±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¾ÃJ³�²=½wÃ ÛÍ±�®¾È�ÒkË¬±�Ç�ÓÕ�
Ö�¿�ÑwÂ¬³1½�ÒOÄJ®¾³�È�Ò�ÈA°a³�®¾Ú�²=½qÃ Ä¾± Á=½�³�È

¶



ÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÃJÈ
f ∈ lip 1(X)

¿�»ãÃ�Á�Ë¾ÃJ³�²=½wÃ ±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J»¾³�È ¼¬¯
M(X)

Èy³�²a®J»JÌJ»
H(µ, ν)

¿�®¬¯�½�½�Èy±�²a®¾³�¼J¼¾±�ÇãÁ ´á��·7¼¬¯?ÛÍ±�®¾È�¯kË¾óa¼¾± °a±�Ë¬³�³�ï�»J®¾±�ÌO±aÈôÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼�Æ
½�²aÁ=³

M(X)
�B�R¯�Èy³�²a»¾È�¿!ºJ²=±GÄJ®J»àÄJ®¾±�Á=³�®JÌ�³�¯�Ì�½�»¾±aÈãÈy³�²a®J»JÌJ»3ÂJË¾Ã

H(µ, ν)
Á

´á�a¿ �#³�±�®¾³�È�¯µ�a¿L½�²a®1��
���·y½�Á=±�Ç¾½�²aÁ=±�Ä¾±�Ë¾¼¾±�²aÉ Èy³�²a®J»Jº¾³�½�Ì�±�Ñm±�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
X¼¾³D»¾½�Ä¾±�Ë¾óaÝm±�Á^¯kË¬±a½�ó¾� :�É Ñm±�Á=±�®J»¾È�¿LºJ²=±XÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aóGÌ�±�¼¾³�ºJ¼JÉ�Ð¡Èy³�®

µk
½�ËL¯�°a±ß½�Ð^±�Â¾»J²=½qÃÙÌ?ÌO±�¼¾³�ºJ¼¾±�Ç.Èy³�®¾³

µ
¿�³�½�Ë¾»

µk(f) → µ(f)
ÄJ®J»

k → ∞ÂJË¾ÃÙË¾Î£°a±�Ç.Û7ÒO¼JÌJÜJ»J»
f ∈ Cb(X)

¿4» Á ��²=±aÈ�½�Ë¾Ò�º¬¯�³�È�ÉAÄJ»Jï�³�È
µk ⇒ µ

�
/%³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±¡È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ�Áa»�ÂL¯

{µ ∈ M(X) : |µ(fj) − ν(fj) < ε; j = 1, . . . , k}ÄJ®J» ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼JÉ�Ð
ε > 0

» Ë¾Î£°�É�ÐÙÌ�±�¼¾³�ºJ¼JÉ�Ð ¼¬¯�°a±�®¬¯kÐ
f1, . . . , fk

ÛÍÒO¼JÌ�Æ
ÜJ»JÇ�»JÝ

Cb(X)
Ý
¯kÂL¯�Ú�²Å½�»¾½�²=³�È�ÒG°=¯�Ý�»¾½�¼JÉ�Ð�±�ÌJ®¾³�½�²a¼¾±a½�²=³�Ç�ÂJË¾ÃGÌ�¯�¸�Â¬±�Çµ²=±�ºJÌJ»

ν ∈ M(X)
¿ÀÄ¾±�®¾±m¸�ÂL¯�Î£Ï�ÒOÎ ²=±�Ä¾±�Ë¬±�Ñ�»JÎ � $��
	��-# ��� ����& 5 ����� &¬¿cÌO±�²=±�®JÒ�Î È�É

°�ÒkÂ¬³�ÈÙ±a°a±�Ý�¼¬¯mº¬¯�²aóåº¾³�®¾³�Ý
W
�

ò7±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó Èy³�®
{νn}

∞
n=1

¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½wÃ � $!�
	-����������� 5�*>��� � $��4=
�!�-#¬¿�³�½�Ë¾»?ÂJË¾Ã1Ë¾Îê°a±�ÇÙÛ7ÒO¼JÌJÜJ»J»

f ∈ Cb(X)
Û7Ò�¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¬¯ßÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯kÆ

²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó
νn(f)

� :¡¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±�Èy³�®
Π
¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½qÃ�� $!�
	-� '���$!����5D¿L³�½�Ë¾»�Ë¾Î�Æ

°=¯�ÃG½�ËL¯�°a±XÛÍÒO¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¬¯�ÃGÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó�Èy³�®
{νn}

»JÝ ��²=±�Ñm±XÈ�¼¾±�Æ
¸�³�½�²aÁ^¯X½�ËL¯�°a±X½wÐ^±�Â¾»J²=½qÃ�ÌG¼¾³�ÌO±�²=±�®¾±�Ç�Èy³�®¾³7»JÝ

Π
�

	4M^QLF!M D£H > T ¨ T�
+ý � ý & ����� � � � � � þ�� � ü�" ��� � ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � X � � ÿ � ý ��� þ � T



ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � � � � M(X) �
ÿ � ��� , %
��� � ���*� � � � þ�" ��� H(µ, ν) �

ü � 
aÿ �+%�� � �7ü � ���ÿ � ý ��� þ ��� üwý ������� ü�� �-% þ � � ü��mþ W
� ���.%�� þ � � ý���" � � ���.%�� � " ���.%�� diamX <∞ �

� � þ��	� �#� � � üwýJþ diam (X) = ∞ � � � � � ÿ � ý ��� þ � T ü�� ����� � üwþJý�� �
��� � � ÿ � ý ��� þJþ
W �

��±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁaÒ<��²=±�Ç�²=³�±�®¾³�È�É ÄJ®¾³�Â¾Ä¾±�ïDË¬Ú�È ¼¾³�½�Ì�±�Ë¾óaÌO±GÁ=½�Ä¾±aÈy±�Ñ�¯�²=³�Ë¾ó�Æ
¼JÉ�Ð�Ò�²aÁ=³�®^¸�Â¬³�¼J»JÇÀ�
�¡M D D£H > T 	 T�
+ý � ý & ������� $ � "��JþJþ f ∈ Cb(X)

ü $�( � ü���
 $ � �Íÿ � üwý � %�� 
 � � � ý�� �
�
� ü���� {ϕn}

� $ � "��Jþ � þ�� lip ◦(X) �
� � " ��� � � � ϕn ↓ f � � X �

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; òêÒ=½�²aó
f ∈ Cb(X)

»
||f ||∞ = m < +∞

���ÍË¾Ã
n = 1, 2, . . .Ì�¯�¸�ÂL¯�Ã�»JÝ�¼¾³�ÄJ®¾³�®JÉ�Áa¼JÉ�Ð¡Û7Ò�¼JÌJÜJ»JÇ

ϕn(x) = sup{f(t) − n · ρ(x, t) : t ∈ X}±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼¬¯µ¼¬¯
X
¿(²k�!ÌÀ�

−m 6 f(x) 6 ϕn(x) 6 sup{f(t) : t ∈ X} = m.�êÝ�¼¾³�®¬¯�Á=³�¼¾½�²aÁ^¯
(f(t) − n · ρ(x1, t)) − n · ρ(x1, x2) 6 f(t) − n · ρ(x2, t) 6

ϕn(x2)
½�Ë¬³�Â¾Ò=³�²�¿�ºJ²=±

ϕn(x1)−ϕn(x2) 6 n · ρ(x1, x2)
ÄJ®J»�Ë¾Î£°�É�Ð

x1, x2 ∈ X
�

/"Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿
Lipϕn 6 n

»
ϕn ∈ lip ◦(X).

17³�®¬¯�Á=³�¼¾½�²aÁ=±
ϕn+1(x) 6 ϕn(x)ÁaÉ�²=³�Ì�¯�³�²ß¼¾³�Ä¾±a½�®¾³�Â¬½�²aÁ=³�¼J¼¾±�»JÝ�±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¬³�¼J»JÃ?Û7Ò�¼JÌJÜJ»JÇ

ϕn(x)
�!òê®J»3Ë¾Îê°a±aÈ

ÛÍ»JÌO½�»J®¾±�Á^¯�¼J¼¾±aÈ
x ∈ X

ÂJË¾ÃÊÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±�Ñm±
ε > 0

»¾Èy³�³�²=½qÃ
δ = δ(ε) > 0²�¯�ÌO±a³a¿cºJ²=±

|f(x) − f(t)| < ε
¿¾Ì�¯�Ìµ²=±�Ë¾óaÌO±

ρ(x, t) < δ
�+�4�¾ÌÀ�LÄJ®J»UË¾Îê°a±aÈ

n >
2m/δ

»
ρ(x, t) > δ

ÁaÉ�Ä¾±�Ë¾¼JÃJ³�²=½wÃ�¼¾³�®¬¯�Á=³�¼¾½�²aÁ=±
(f(t)− f(x))−n · ρ(x, t) 6 0

¿
²=±�±�Ü¾³�¼JÌ�¯

0 6 ϕn(x) − f(x) = sup{(f(t) − f(x)) − n · ρ(x, t) : ρ(x, t) <
δ} 6 ε

ÁaÉ�Ä¾±�Ë¾¼JÃJ³�²=½wÃ ÄJ®J» Á=½�³�Ð Â¬±a½�²�¯�²=±�ºJ¼¾± °a±�Ë¾óaï�»�Ð
n
� /"Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿

f(x) = limn→∞ ϕn(x)
�
�

�



� 2���5��'2�����5<; 3�¼¬¯kË¬±�Ñ�»JºJ¼¾±a³�Ò�²aÁ=³�®^¸�Â¬³�¼J»¾³ÅÂJË¾ÃÊÄ¾±�Ë¾Ò�¼¾³�ÄJ®¾³�®JÉ�Áa¼JÉ�Ð?ÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÇ
¼¬¯�±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J¼JÉ�Ð1È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ^¯kÐ?Á

R
n °�É�Ë¬±UÂ¬±�Ì�¯�Ý
¯�¼¾±µ¹ê¯mÒ=½�Â¬±�®¾ÛÍ±aÈ ÓÕ�������=Ö�¿

½�È��#´
��¿
	���
�����
�� �����
�k·×�
òêÒ=½�²aó

V � Á=³�ÌJ²=±�®J¼¬¯�Ã1®¾³�ï�Ú�²aÌ�¯��#è7»J¼¾³�ÇJ¼JÉ�Ç Û7Ò�¼JÌJÜJ»¾±�¼¬¯kË
F : V → R¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½qÃ � *>� ,�*>�!)�&�� $��4���

o
= �+*>' 8 *98���,�����5 »�Ë¾»%� *>�4, *>��)�&�� $������"'�� 8
������� ,-�

�+*>' 8 *98���,�����5D¿�³�½�Ë¾»�ÂJË¾ÃGË¾Îê°a±�Ç�Èy±�¼¾±�²=±�¼J¼¾±åÒ�°�É�Á^¯�Î£Ï�³�Ç¡Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±�Æ
½�²a»

un
��Ë¬³�Èy³�¼J²=±�Á

V
²�¯�Ì�±�ÇÀ¿\ºJ²=±

inf un = 0
¿LÁaÉ�Ä¾±�Ë¾¼JÃJ³�²=½qÃ

F (un) → 0
¿cÄJ®J»

n→ ∞
�Oòê®J»¾Èy³�®¾±aÈ?½�³�ÌJÁ=³�¼JÜJ»¬¯kË¾óa¼¾±

o
Æ ¼¾³�ÄJ®¾³�®JÉ�Áa¼¾±�Ñm±+Û7ÒO¼JÌJÜJ»¾±�¼¬¯kËL¯DÃ�Á�Ë¾ÃJ³�²�Æ

½qÃG»J¼J²=³�Ñ�®¬¯kË�Ä¾±+ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±�ÇµÌO±�¼¾³�ºJ¼¾±�ÇµÈy³�®¾³
µ
¼¬¯

X
�

�¡M D D£H > T > T � $ ü���� V �

 � "
� � � � ��� ����� � ��" � � þ V0

� � " ��� ÿ � %�� �
� , � ü���
 �
V � � � � % ý � ý & ����� � ��ý ��� ��� � � v ∈ V � ����%
� �aü � $ ��� 
 ��&)( ��� ÿ � üwý � %�� 
 � � � ý�� �
�
� ü���� ��ý ��� ��� � � 
 uk ∈ V0

� k = 1, 2, . . . �
� � " ��� � � � inf uk = v �

û�üwýJþßÿ � üwý ���
%�� 
 � � � ý�� �
� ü�����ýJþ �
��� �
� �Gü � " 
 ��� �Jþ � ý�� �
� o � �
� ÿ ��� ��� 
 �
� �åÿ � ý � , þ
� � ý�� �
� �
� $ � "��Jþ ��� � ý � 
 Fn : V → R

� n = 0, 1, . . .
ÿ � � � � � � �
� ü � �-% þ
�aü � " F0

� � � �
���
, � ü���
 � V0

� � � ÿ � üwý � %�� 
 � � � ý�� �
� ü���� {Fn}
ÿ � � � � � � �
� ü�� � % þ
�aü � " F0

þ � �

�ü ��� V �

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; ­%É °a³�®¾³�È3ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼JÉ�Ç ��Ë¬³�Èy³�¼J²
v ∈ V

»ÅÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±a³
ε > 0

�%ò7±ÊÒ=½�Ë¬±�Áa»JÎ�¿4¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½wÃ Ò�°�É�Á^¯�Î£Ï�¯�ÃÙÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó���Ë¬³�Èy³�¼�Æ
²=±�Á

uk ∈ V0
¿cÒkÂ¬±�Á�Ë¬³�²aÁ=±�®^Ã�Î�Ï+¯�Ã

inf uk = v
�R­%É °a³�®¾³�È

k = k(ε)
¿R²�¯�Ì�±a³XºJ²=±

|F (uk)−F (v)| < ε
��­%É °a³�®¾³�È

N = N(ε)
¿
²�¯�ÌO±a³�ºJ²=±�ÂJË¾Ã

n > N
ÁaÉ�Ä¾±�Ë¾¼JÃ�³�²=½qÃ

|Fn(uk) − F (uk)| < ε
�!�#±�ÑwÂL¯

Fn(v) 6 Fn(uk) < F (uk) + ε < F (v) + 2ε.

ò7³�®¾³�Ð^±mÂ¾Ã�Ì
lim sup

ÄJ®J»
n→ ∞

¿kÄ¾±�Ë¾Ò�ºJ»¾È
lim supFn(v) 6 F (v)+2ε

�a­Ê½�»�Ë¾Ò
ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±a½�²a»ßÁaÉ °a±�®¬¯

ε
¿
lim supFn(v) 6 F (v)

�\òê®J»¾Èy³�¼J»JÁU¯�¼¬¯kË¬±�Ñ�»JºJ¼JÉ ³
®¬¯�½�½�Ò�¸�Â¬³�¼J»JÃÙÂJË¾Ã���Ë¬³�Èy³�¼J²�¯

(−v)
Ä¾±�Ë¾Ò�ºJ»¾È

lim inf Fn(v) > F (v)
¿4±�²aÌJÒ
ÂL¯

½�Ë¬³�Â¾Ò=³�²
limFn(v) = F (v)

�
�

V��yM�ª��=ù�I¬«(M > T��ÀT�� $ ü�����ÿ � üwý � %�� 
 � � � ý�� �
� ü����*" ���
� � �
� � � � � {µn}
þ " ���
� � �

� ��� � � ��� µ � � " � 
 � � � � �*% ý � ý & ����� � $ � "��JþJþ f ∈ lip ◦(X)

 � ÿ � ý ��� � �aü �

µn(f) → µ(f) �
� ���-%�� µn ⇒ µ �

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; ò7±�Ë¬±m¸+»¾È
V = Cb(X)

»
V0 = lip ◦(X) ⊂ V

�!�!±�ÑwÂL¯å»¾½�ÌO±�Æ
Èy±a³ÍÒO²aÁ=³�®O¸�Â¬³�¼J»¾³Í¼¾³�Ä¾±a½�®¾³�Â¬½�²aÁ=³�¼J¼¾±�½�Ë¬³�Â¾Ò=³�²å»JÝêË¬³�ÈyÈ ¶�����»�¶��
¶��

�

V��yM�ª��=ù�I¬«(M > T �\T"! � ÿ � ý ��� þ � T
ÿ � ��� , %�� ��� ��� � � � � þ�" ��� H 
Íÿ ��� ü�� ���	� ü���
 �

M(X) �
� üwý ������� � � ÿ � ý ��� þJþ W.

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; �êÝµ½�Ë¬³�Â¬½�²aÁa»JÃ ¶�� �àÁaÉ�²=³�Ì�¯�³�²�¿�ºJ²=±ßË¾Îê°=¯�Ã ½�Ð^±mÂ¾Ã�Ï�¯�ÃJ½wÃ.Á
Èy³�²a®J»JÌ�³

H
Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó�Èy³�®G»JÝ

M(X)
½wÐ^±�Â¾»J²=½qÃ�ÁX½�ËL¯�°a±�ÇU²=±�Ä¾±�Ë¬±�Æ

Ñ�»J»À�
�

�



�¡M D D£H > T��RTJû�üwýJþÅÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � X �������	� þ�� ���
��� � � ý & � ��� üwý ����� ü � �-% �'( � �
� ü � ÿ � üwý � %�� 
 � � � ý�� �
� ü���� � � � þ�� M(X)

ü � �-% þ
�aü � 
 � � � � þ�" � H �

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; òêÒ=½�²aó
X
±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼¾±J�(î(¯�½�½�Èy±�²a®J»¾È ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼JÒ�Îí½�ËL¯kÆ

°a±3½�Ð^±mÂ¾Ã�Ï�Ò�Î£½qÃ Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aóÙ½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ�Ð Èy³�®
νn ⇒ ν0

Ó
n =

1, 2, . . .
Ö��

òêÒ=½�²aó
X̃ � Ä¾±�Ä¾±�Ë¾¼¾³�¼J»¾³ È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ^¯ X ��/%³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±ÍÈ�¼¾±m¸�³�½�²aÁ D = {A ⊂

X̃ : A ∩ X ∈ B(X)}
Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½qÃ

σ
Æ ¯kË¾Ñm³�°�®¾±�ÇÀ¿#ºJ²=±�¼¾³�Ä¾±a½�®¾³�Â¬½�²aÁ=³�¼J¼¾±µ½�Ë¬³�Â¾Ò=³�²

»JÝ�²=±�Ñm±J¿�ºJ²=±ê½�³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±Í°a±�®¾³�Ë¬³�Á=½�ÌJ»�Ð+È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ
B(X)

Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½wÃ
σ
Æ ¯kË¾Ñm³�°�®¾±�ÇÀ�

= ½�Ë¾»3È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±
V
±�²aÌJ®JÉ�²=±UÁ

X̃
¿R²=±

V ∩ X
±�²aÌJ®JÉ�²=±UÁ

X
¿À½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾ó�Æ

¼¾±J¿
V ∩ X ∈ B(X)

»
V ∈ D

� �4��ÌÀ�
B(X̃) � È�»J¼J»¾È�¯kË¾óa¼¬¯�Ã

σ
Æ ¯kË¾Ñm³�°�®¬¯�¿

½�±mÂ¬³�®^¸�¯�Ï�¯�ÃÙÁ=½�³�±�²aÌJ®JÉ�²aÉ ³GÁ
X̃
È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ^¯�¿�²=±

B(X̃) ⊂ D
¿(»�Ë¾»À¿�»J¼JÉ È�»

½�Ë¬±�Á^¯�È�»À¿
{A ∩ X : A ∈ B(X̃)} ⊆ B(X).

�!¯�ÌJ»¾È ±a°�®¬¯�Ým±aÈ�¿�Ì�¯�¸�ÂL¯�Ãã½�³�Æ
Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¬¯�ÃÙÈy³�®¬¯

νn : B(X) → [0,+∞)
Ä¾±�®¾±m¸�ÂL¯�³�²à½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÒ�Î�Èy³�Æ

®JÒ
ν̃n : B(X̃) → [0,+∞)

¿"±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¾Ã�³�È�Ò�Î�ÛÍ±�®¾È�Ò
Ë¬±�Ç
ν̃n(A) = νn(A ∩ X)ÓWÁ=½�³�¼¾³�±a°mÐ^±�Â¾»¾È�É ³U½�Á=±�Ç¾½�²aÁ^¯

ν̃n
¼¾³�Ä¾±a½�®¾³�Â¬½�²aÁ=³�¼J¼¾±ßÁaÉ�²=³�Ì�¯�Î�²ß»JÝG¯�¼¬¯kË¬±�Ñ�»Jº�Æ

¼JÉ�ÐG½�Á=±�Ç¾½�²aÁÅÈy³�®JÉ
ν
Ö��

�ÍË¾Ã�Ë¾Î£°a±�ÇUÛ7Ò�¼JÌJÜJ»J»
f ∈ Cb(X̃)

»¾Èy³�³�È

ν̃n(f) = νn(f |X) → ν0(f |X) = ν̃0(f),

²��¾³a�
ν̃n ⇒ ν̃0

�+/"Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿\½�³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±
Π = {ν̃n}

∞
n=0

Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½wÃ�Ì�±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²�Æ
¼JÉ ÈUÁ�²=±�Ä¾±�Ë¬±�Ñ�»J»�½�ËL¯�°a±�ÇD½wÐ^±�Â¾»¾Èy±a½�²a»À���R¯�Û7»JÌO½�»J®JÒ=³�È

ε > 0
�mò7±�±a°�®¬¯�²a¼¾±�Ç�²=³�Æ

±�®¾³�Èy³"òê®¾±�Ð^±�®¾±�Á^¯�´�
�¿�ë=ËÅ�a�añ 
�¿ �#³�±�®¾³�È�¯�
����k·×¿
½�³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±
Π
Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½qÃ7Ä�Ë¬±�²a¼JÉ È�¿

²��À³a�\¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½wÃàÌO±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼¾±a³åÈ�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±
K ⊂ X̃

²�¯�ÌO±a³a¿#ºJ²=±
ν̃n(X̃ \ K) < εÂJË¾Ã

n = 0, 1, . . .
�

�"�!ÌÀ�#È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±
X
Á=½�Î�Â¾ÒßÄ�Ë¬±�²a¼¾±¡Á

X̃
¿!²=±�È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±�ï+¯�®¾±�Á

B(x, ε)Â¾»¬¯�Èy³�²a®¬¯
ε
½GÜ¾³�¼J²a®¬¯�È�»

x ∈ X
Ä¾±�ÌJ®JÉ�Á^¯�³�²

X̃
¿�»À¿�ÁÊº¬¯�½�²a¼¾±a½�²a»À¿�Ì�±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²

K
��­%É °a³�®¾³�È9ÌO±�¼¾³�ºJ¼¾±a³¡Ä¾±�Â¾Ä¾±�ÌJ®JÉ�²a»¾³

K
Ø
∪m

i=1B(xi, ε) ⊃ K
» ±a°a±�Ý�¼¬¯�ºJ»¾È

A = {xi}
m
i=1

� �4�JÌÀ�JÈ�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±
A
ÌO±�¼¾³�ºJ¼¾±J¿¬²=±XÈ�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±ÅÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÇ

F = {ϕ ∈ lip 1(A) : ϕ(x1) = 0}

Ñm±aÈy³�±aÈy±�®¾ÛÍ¼¾±ÍÝ
¯�È�ÌJ¼JÒ�²=±aÈ�Ò�±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J¼¾±aÈ�ÒåÄ¾±�Â¬È�¼¾±m¸�³�½�²aÁaÒ
R

m ¿�»À¿=½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯kÆ²=³�Ë¾óa¼¾±J¿
F
ÌO±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼¾±�Á�®¬¯�Áa¼¾±aÈy³�®J¼¾±�ÇÊ¼¾±�®¾Èy³

‖ϕ‖∞ = max |ϕ|.
­4É °a³�®¾³�È.Á

F
ÌO±�¼¾³�ºJ¼JÒ�Î

ε
Æ×½�³�²aó

ϕk ∈ F
�¾î�¯�½�½�Èy±�²a®J»¾È ¼¬¯�°a±�®¡Û7ÒO¼JÌJÜJ»JÇ

ψk : X → R

ψk(x) = min{ϕk(xi) + ρ(x, xi) : i = 1, . . . ,m}.

�Í¯�¸�ÂL¯�ÃÅ²�¯�Ì�¯�ÃÅÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÃ+Ã�Á�Ë¾Ã�³�²=½qÃåÄJ®¾±mÂ¬±�Ë¾¸�³�¼J»¾³�È
ϕk
¼¬¯7Á=½�Ú�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±

X ψk|A ≡ ϕk
¿�»

ψk ∈ lip 1(X)
Ä¾±XÄ¾±a½�²a®¾±a³�¼J»JÎ��

­4É °a³�®¾³�È ¼¬¯�½�²=±�Ë¾óaÌO±Å°a±�Ë¾óaï�±�ÇU¼¾±aÈy³�®
n0
¿�ºJ²=±

|νn(ψk) − ν0(ψk)| < ε
ÂJË¾Ã

Á=½�³�Ð
k
»ÙÁ=½�³�Ð

n > n0
��òêÒ=½�²aó

f ∈ lip 1(X) � ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¬¯�Ã Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�Á^¯
ÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÃR���!±�ÑwÂL¯ÊÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÃ

g(x) = f(x) − f(x1)
²�¯�Ì�±�Á^¯�¿"ºJ²=±

g|A ∈ F
»À¿

Ý�¼¬¯mºJ»J²k¿L¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½wÃ
k
½�±+½�Á=±�Ç¾½�²aÁ=±aÈ

max{|g(xi) − ϕk(xi)| : i = 1, . . . ,m} < ε
�






�ÍË¾Ã�Ë¾Îê°a±�ÇU²=±�ºJÌJ»
x ∈ K ∩X

¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½qÃ�²=±�ºJÌ�¯
xi
¿�²�¯�Ì�¯�Ã¡ºJ²=±

ρ(xi, x) 6 ε
»

²=±�ÑqÂL¯

|g(x) − ψk(x)| 6 |g(x) − g(xi)| + |g(xi) − ψk(xi)| + |ψk(xi) − ψk(x)| < 3ε

�(¯�ÌJ»¾È ±a°�®¬¯�Ým±aÈ�¿
max{|g(x) − ψk(x)| : x ∈ K ∩X} 6 3ε

� /%±a°�»J®¬¯�ÃUÁ=±a³�Â¾»J¼¾±
Ä¾±�Ë¾Ò�º¾³�¼J¼JÉ ³D±�Ü¾³�¼JÌJ»À¿JÂJË¾Ã

n > n0
»¾Èy³�³�È�Ø

|νn(f)−ν0(f)| = |νn(g)−ν0(g)| 6

∣

∣

∣

∣

∫

X∩K
g d(νn−ν0)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

X\K
g d(νn−ν0)

∣

∣

∣

∣

6

6 |νn(ψk)−ν0(ψk)|+2 max
x∈X∩K

|g(x)−ψk(x)|+max |g|·|νn(X\K)+ν0(X\K)| 6

6 ε+ 6ε+ 2ε · max |g| 6 ε · (7 + 2diamX)
ò7³�®¾³�Ð^±mÂ¾ÃUÌGÁ=³�®=Ð�¼¾³�Ç�Ñ�®¬¯�¼J»�Ä¾±XÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÃ�È

f ∈ lip 1(X)
¿JÄ¾±�Ë¾ÒOº¬¯�³�È ±�Ü¾³�¼JÌJÒ

H(νn, ν0) 6 ε · (7 + 2diamX).

­ ½�»�Ë¾Ò�ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±a½�²a»¡ÁaÉ °a±�®¬¯
ε
��²=±�Â¬±�Ì�¯�Ý�É�Á^¯�³�²�½wÐ^±�Â¾»¾Èy±a½�²aó�Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯kÆ

²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»
{νn}

Ì
ν0
ÁXÈy³�²a®J»JÌ�³

H
�
�

�¡M D D£H > T��LT\û�üwýJþ�ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � X �
���������	� þ�� ���
��� � � � � ÿ � ý ��� þ � � � � � þ�"Jþ
H � � M(X) �
� � " 
aþ 
 � ý ��� � � ��� ü�� ����� � üwþJý�� �
����� üwý ������� � � ÿ � ý ��� þJþ �
/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; òêÒ=½�²aó

X
¼¾³�±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼¾±J�y­4É °a³�®¾³�È Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó

²=±�º¾³�Ì
{xn}

∞
n=0

²�¯�ÌJÒ�Î�¿^ºJ²=±
ρ(x0, xn) > n2 �^òêÒ=½�²aó νn = 1

n · δxn
+(1− 1

n) · δx0
,²=±�ÑqÂL¯

νn ⇒ δx0

��­�½m¯�Èy±aÈ�Â¬³�Ë¬³a¿�ÂJË¾Ã Ë¾Î£°a±�Ç ¼¾³�ÄJ®¾³�®JÉ�Áa¼¾±�Ç ±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼¾±�Ç
ÛÍÒO¼JÌJÜJ»J»

f
»¾Èy³�³�È

|δx0
(f) − νn(f)| =

1

n
· |f(x0) − f(xn)| 6

1

n
· 2max |f | −→

n→∞
0.

/ Â¾®JÒ�Ñm±�Ç�½�²=±�®¾±�¼JÉÍ¿

H(δx0
, νn) = νn(φx0

) =
1

n
· ρ(x0, xn) > n

»À¿J½�²�¯kË¬±å°�É�²aó¾¿JÁXÈy³�²a®J»JÌ�³
H
½�Ð^±mÂ¾»¾Èy±a½�²a»¡¼¾³�²��

�

�#³�±�®¾³�È�¯�¶��á��Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½qÃ7¼¾³�Ä¾±a½�®¾³�Â¬½�²aÁ=³�¼J¼JÉ Èµ½�Ë¬³�Â¬½�²aÁa»¾³�È�ÒO²aÁ=³�®O¸�Â¬³�¼J»JÇ�¶��
���
¶��ð	��

�ÀT 
��=N!QLI¬N 
+M�ù�MOQ¬F(M D 
 Q��(Q
�yN!QLù�M �(F!Q+�=ù�F!HJN �=ù�I¬H D£M^F4T#­.ÂL¯�¼J¼¾±aÈ
Ä¬¯�®¬¯�Ñ�®¬¯�ÛD³ÍÈ�É Â¬±�Ì�¯�¸�³�È Â¾Á=³Í½�Ë¬³�Â¾Ò�Î£Ï�»¾³7²=³�±�®¾³�È�ÉÍ�
	4M^QLF!M D£H �#T ¨ T�û�üwýJþ3ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � X ÿ � ý �
��� � � ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � " ���
� � �
� �ü � ÿ � ������� ý�� �
� � � � � � � X

üwý ����� ÿ � ý �
���
	



	4M^QLF!M D£H �#T 	 T�� ��� ü�� ���	� ü���
 � M(X)
ÿ � ý �
� 
 � � � � þ�" � H � ���.%�� þ � � ý���" �

� ���-%�� � " ���.%�� ÿ � ý �
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1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0<; ÷�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¾»¾È ¼¬¯DÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=³

lip ◦(X)
¼¾³�±�²a®J»JÜ¬¯�²=³�Ë¾óa¼JÉ�Ç

Ë¾»J¼¾³�ÇJ¼JÉ�ÇUÛÍÒO¼JÌJÜJ»¾±�¼¬¯kË
µ
Ä¾±�ÛD±�®¾È�Ò
Ë¬³

µ(f) = lim
n→∞

νn(f)
��î(¯�½�½�Èy±�²a®J»¾ÈÙÄ¾±�Æ

½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó�Û7Ò�¼JÌJÜJ»JÇ
ϕk ∈ lip ◦(X)

¿JÈy±�¼¾±�²=±�¼J¼¾±X½wÐ^±�Â¾Ã�Ï�»�Ð^½qÃGÌ�¼JÒ
Ë¾Î
Ó
ϕk ↓ 0

Ö��B�R¯�Û7»JÌO½�»J®JÒ=³�È
ε > 0

�#ò7±�Ë¬³�ÈyÈy³+�¾�
��Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aóßÈy³�®
νn½�±a½�²�¯�Á�Ë¾ÃJ³�²UÄ�Ë¬±�²a¼¾±a³+½�³�Èy³�Ç¾½�²aÁ=±J¿\Ý�¼¬¯�ºJ»J²�¿R¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½wÃßÌ�±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²a¼¾±a³XÈ�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±

K
²�¯�ÌO±a³a¿\ºJ²=±

νn(X \K) < ε
�2/"Ð^±�Â¾Ã�Ï�»¾³�½qÃ�¼¬¯XÌ�±aÈ�Ä¬¯�ÌJ²=³�ÛÍÒO¼JÌJÜJ»J»

ϕk
½wÐ^±�Æ

Â¾Ã�²=½qÃ�®¬¯�Áa¼¾±aÈy³�®J¼¾±J¿=½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±Í¼¬¯�Ç�Â¬³�²=½wÃ�¼¬¯�½�²=±�Ë¾óaÌO±Í°a±�Ë¾óaï�±�Ç�¼¾±aÈy³�®
k0
¿

ºJ²=±XÄJ®J»
k > k0

»¾Èy³�³�È
max{ϕk(x) : x ∈ K} < ε

»

νn(ϕk) =

∫

K
ϕk dνn +

∫

X\K
ϕ1 dνn 6 ε · (νn(1) + maxϕ1)

µ(ϕk) = lim
n→∞

νn(ϕk) 6 ε · (µ(1) + maxϕ1)

ÂJË¾Ã�Á=½�³�Ð
k > k0

�2�!¯�ÌJ»¾È ±a°�®¬¯�Ým±aÈ�¿#È�É Ä¾±�Ë¾Ò�ºJ»�Ë¾»À¿RºJ²=±
µ(ϕk) ↓ 0

ÂJË¾Ã�ÄJ®¾±�Æ
»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±�Ç Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»

ϕk ↓ 0
�yò7±�²=³�±�®¾³�Èy³���¯�¼J» ��Ë¾Ã ´á�a�a¿<�����ð	��á��·

ÛÍÒO¼JÌJÜJ»¾±�¼¬¯kË
µ
Ã�Á�Ë¾ÃJ³�²=½wÃUÈy³�®¾±�ÇU¼¬¯

X
�

�ê²=±a°�É1Ä¾±�Ì�¯�Ý
¯�²aóÍ½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±a½�²aóDÈy³�®JÉ
µ
¿mÂ¬±a½�²�¯�²=±�ºJ¼¾±7®¬¯�½�½�Èy±�²a®¾³�²aóÍ½�³�Æ

Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±a³�È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=±
S = cl(∪ spt νn)

»ÊÒ�°a³�Â¾»J²aó=½qÃR¿ÀºJ²=±
µ(S) = µ(X)

�
�7½�Ä¾±�Ë¾óaÝ�ÒaÃ3Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó�Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�ÁaÉ�Ð1Û7ÒO¼JÌJÜJ»JÇ

fk(x) = max(1 −
k · ρ(S, x), 0)

¿!Èy±�¼¾±�²=±�¼J¼¾±µ½�Ð^±mÂ¾Ã�Ï�»�Ð^½qÃàÁ=½�Î�Â¾Òß¼¬¯
S
ÌÊÐO¯�®¬¯�ÌJ²=³�®J»¾½�²a»Jº¾³�½�ÌO±�Ç

ÛÍÒO¼JÌJÜJ»J»
χS

È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ^¯
S
¿�Ä¾±�Ë¾Ò�º¬¯�³�È

µ(S) = µ(χS) = lim
k→∞

µ(fk) = lim
k→∞

lim
n→∞

νn(fk) = µ(1) = µ(X).

òê®J»¾Èy³�¼JÃ�ÃÊ½�Ë¬³�Â¬½�²aÁa»¾³�¶�� �¾¿RÄ¾±�Ë¾ÒOº¬¯�³�È�¿ÀºJ²=±�Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó
{νn}

½�ËL¯�°a±
½wÐ^±�Â¾»J²=½qÃ�ÌU½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±�Ç�Èy³�®¾³

µ
�
�

�mæ
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6'7�8�4:9�0 4�5�0��'5������ ;�� ; î�¯�½�½�Èy±�²a®J»¾ÈÙÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼JÒ�Î ½�ËL¯�°a±+ÛÍÒO¼�ÂL¯kÆ
Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼JÒOÎ Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aóÙ½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ�Ð.Èy³�®

{νn}
¿�²k�4³a��²�¯�ÌJÒOÎ�¿

ºJ²=± ÂJË¾Ã7Ë¾Îê°a±�Ç�Û7Ò�¼JÌJÜJ»J»
f ∈ Cb(X)

ºJ»¾½�Ë¬±�Á^¯�ÃDÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó
{νn(f)}ÛÍÒO¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¬¯����"��ÌÀ�

lip ◦(X) ⊂ Cb(X)
¿�²=±�Ä¾±DË¬³�ÈyÈy³ê�¾��
�Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾ó�Æ

¼¾±a½�²aó
{νn}

½�ËL¯�°a±Í½wÐ^±�Â¾»J²=½wÃÅÌ+¼¾³�ÌO±�²=±�®¾±�Ç�½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±�ÇÅÈy³�®¾³a���c¼¬¯mºJ»J²k¿OÄJ®¾±�Æ
½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±Å½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ�Ð�Èy³�®�½�ËL¯�°a±+Ä¾±�Ë¾¼¾±J�

�

/�0
1�2�3�2�4'5
6'7�8�4:9�0 4�5�0��'5������ ;	� ; òêÒ=½�²aó Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó
{νn}

Èy³�® »JÝ
ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯

M(X)
Û7Ò�¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¬¯DÁÍÈy³�²a®J»JÌO³

H
�:�êÝ�±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¬³�¼J»JÃåÈy³�²�Æ

®J»JÌJ»
H
ÁaÉ�²=³�Ì�¯�³�²k¿yºJ²=±µÂJË¾Ã3Ë¾Îê°a±�Ç?ÛÍÒO¼JÌJÜJ»J»

f ∈ lip (X)
Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾ó�Æ

¼¾±a½�²aó
νn(f)

Û7Ò�¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¬¯��%ò7±ßË¬³�ÈyÈy³��¾��
ß½�ÒOÏ�³�½�²aÁaÒ=³�²3½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¬¯�Ã
Èy³�®¬¯

µ
²�¯�Ì�¯�ÃR¿yºJ²=±

νn ⇒ µ
�(ò7±�Ì�¯�¸�³�È�¿"ºJ²=±

H(νn, µ) → 0
� �R¯�Û7»JÌO½�»J®JÒ=³�È

ε > 0
��­í½�»�Ë¾Ò Û7Ò�¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¾±a½�²a»

{νn}
¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½wÃ.²�¯�Ì�±�Ç ¼¾±aÈy³�®

n
¿"ºJ²=±

H(νn, νm) < ε
¿cÂJË¾Ã�Á=½�³�Ð

m > n
� = ½�Ë¾»

f ∈ lip 1(X) � ¼¾³�ÌO±�²=±�®¬¯�Ãß¼¾³�±�²a®J»�Æ
Ü¬¯�²=³�Ë¾óa¼¬¯�Ã Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�Á^¯ Û7ÒO¼JÌJÜJ»JÃR¿�²=± Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó ±�Ñ�®¬¯�¼J»Jº¾³�¼J¼JÉ�Ð
ÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÇ

fk(x) = min{f(x), k}
Èy±�¼¾±�²=±�¼J¼¾±£½wÐ^±�Â¾»J²=½qÃ

fk ↑ f
¼¬¯
X
��ò7±�²=³�±�®¾³�Æ

Èy³�èÍ³�°a³�Ñ�¯Í´á� ��¿
ë=Ë#�á�a¿=ñ
� ��¿^ÓÕ� ����
=Ö�¿m½�²a®À� �^ök·
νn(fk) ↑ νn(f)

»
µ(fk) ↑ µ(f)

¿m½�Ë¬³�Â¬±�Æ
Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿�¼¬¯�Ç�Â¬Ú�²=½qÃ�¼¬¯�½�²=±�Ë¾óaÌO±7°a±�Ë¾óaï�±�Ç�¼¾±aÈy³�®

k
¿kºJ²=±

|νn(f)−νn(fk)| < ε
»

|µ(f)−µ(fk)| < ε
���êÝ�½�ËL¯�°a±�Ç�½�Ð^±mÂ¾»¾Èy±a½�²a»GÁaÉ�²=³�Ì�¯�³�²�¿OºJ²=±

limm→∞ νm(fk) =
µ(fk)

���êÝ�ÁaÉ °a±�®¬¯
n
»¾Èy³�³�È

|νn(fk)−µ(fk)| = limm→∞ |νn(fk)−νm(fk)| 6 ε
�

­.»J²=±�Ñm³7Ä¾±�Ë¾Ò�º¬¯�³�È

|νn(f) − µ(f)| 6 |νn(f) − νn(fk)| + |νn(fk) − µ(fk)| + |µ(fk) − µ(f)| < 3ε

è7Îê°=¯�Ã+Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�Á^¯ÍÛ7Ò�¼JÌJÜJ»JÃXÄJ®¾³�Â¬½�²�¯�Áa»¾È�¯DÁDÁa»�Â¬³ ®¬¯�Ý�¼¾±a½�²a»�¼¾³�±�²a®J»JÜ¬¯�²=³�Ë¾ó�Æ
¼JÉ�Ð

f = f+ − f−
¿"½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿

µ(f) = limn→∞ νn(f)
ÂJË¾ÃÙÁ=½�³�Ð

f ∈
lip 1(X)

��÷�²=½�Î�ÂL¯�½�Ë¬³�Â¾Ò=³�²k¿
Á=±�Æ Ä¾³�®JÁaÉ�Ð\¿
µ ∈M(X)

¿m²k��ÌÀ�
µ(φx0

) = limn→∞ νn(φx0
) <

∞
¿#»À¿#Á=±�Æ Áa²=±�®JÉ�ÐR¿

limn→∞H(νn, µ) = 0
¿!ºJ²=±�»àÂ¬±�Ì�¯�Ý�É�Á^¯�³�²ßÄ¾±�Ë¾¼¾±�²aÒÊÄJ®¾±�Æ

½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
M(X)

�¬ò7³�®JÁ^¯�ÃGº¬¯�½�²aóå²=³�±�®¾³�È�É Â¬±�Ì�¯�Ý
¯�¼¬¯��
òêÒ=½�²aóU²=³�Ä¾³�®Jó�ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±

M(X)
Ä¾±�Ë¾¼¾±J¿ÀÄ¾±�Ì�¯�¸�³�ÈãÄ¾±�Ë¾¼¾±�²aÒ

X
�#î(¯�½�Æ

½�Èy±�²a®J»¾È�¼¾³�Ì�±�²=±�®JÒOÎ Û7Ò�¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼JÒ�Î2Ä¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó
{xn}

∞
n=1

Á
X
���"�yÌÀ�

H(δx, δy) = ρ(x, y)
ÂJË¾Ã?Á=½�³�Ð

x, y ∈ X
¿y²=±ßÄ¾±a½�Ë¬³�Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±a½�²aó

Èy³�®Ù�D»J®¬¯�Ì�¯
{δxn

}
Û7ÒO¼�ÂL¯�Èy³�¼J²�¯kË¾óa¼¬¯Ê» Á3½�»�Ë¾Ò Ä¾±�Ë¾¼¾±�²aÉ

M(X)
½�Ð^±mÂ¾»J²=½wÃ

Á�Èy³�²a®J»JÌO³
H
Ì1¼¾³�ÌO±�²=±�®¾±�ÇÙÈy³�®¾³

ν
� �êÝ�½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼¾±a½�²a»ÙÈy³�®JÉ

ν
Ä¾±�Ë¾Ò�º¬¯kÆ

³�È�¿�ºJ²=±à³�ÚG¼¾±a½�»J²=³�Ë¾ó3¼¾³GÄJÒ=½�²k�%òêÒ=½�²aó
x0 ∈ spt ν

�y­%É °a³�®¾³�È�ÄJ®¾±�»JÝ�Á=±�Ë¾óa¼¾±a³
ε > 0

�y�ÍË¾Ã Ë¾»JÄJï�»JÜ¾³�Á=±�Ç.Û7Ò�¼JÌJÜJ»J»
fε(x) = max(0, 1 − 1

ερ(x0, x))
»¾Èy³�³�È

limn→∞ δxn
(f) = ν(f) > 0

��÷�²=½�Î�ÂL¯GÄ¾±�Ë¾Ò�º¬¯�³�È�¿#ºJ²=±U½�Ò�Ï�³�½�²aÁaÒ=³�²
N
²�¯�Ì�±a³a¿

ºJ²=±DÂJË¾Ã
n > N

ÁaÉ�Ä¾±�Ë¾¼¾³�¼¾±
δxn

(f) = f(xn) > 0
¿OÝ�¼¬¯�ºJ»J²�¿

ρ(x0, xn) < ε
� /"Ë¬³�Æ

Â¬±�Á^¯�²=³�Ë¾óa¼¾±J¿
xn → x0

¿!ÄJ®J»
n → ∞

�#ò7±�Ë¾¼¾±�²�¯¡ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ^¯
X
Â¬±�Ì�¯�Ý
¯�¼¬¯��

�

�\T�
GF!« �yQ^úÊMON!«���ù�M^QLF!M D 
 Q �!Q���N(Q¬ù�M¬T �!³�±�®¾³�È�¯��¾����¿
Ì�¯�Ì�°�É�Ë¬± ÒOÄ¾±aÈ�Ã�Æ
¼JÒ�²=±�ÁUÁaÁ=³�Â¬³�¼J»J»À¿R»¾Èy³�³�²¡ÄJ®J»�Ë¬±m¸�³�¼J»JÃàÁG²=³�±�®J»J»à½m¯�Èy±�Ä¾±mÂ¬±a°�¼JÉ�Ð3È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ¾�
1Í¯�ÄJ®J»¾Èy³�®À¿4°a³�Ý�³�ÚG»¾½�Ä¾±�Ë¾óaÝm±�Á^¯�¼J»JÃ ¼¾³�ÌO±�®J®¾³�ÌJ²a¼¾±àÂ¬±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁ=±1²=³�±�®¾³�È�É

�a�



¹7¯�²aºJ»J¼¾½�±�¼¬¯¡´
¶�¿¾�¾� �¬ÓÕ�
Ö×·(±Å½�ÒOÏ�³�½�²aÁ=±�Á^¯�¼J»J»�³�Â¾»J¼¾½�²aÁ=³�¼J¼¾±�Ç¡»J¼JÁ^¯�®J»¬¯�¼J²a¼¾±�ÇßÈy³�Æ
®JÉ ¼¬¯�»J¼JÁ^¯�®J»¬¯�¼J²a¼¾±aÈ È�¼¾±m¸�³�½�²aÁ=³a�!�!¯�Ì�Ì�¯�ÌUÁU´
¶k·R»¾½�Ä¾±�Ë¾óaÝ�Ò�Î�²=½qÃ�°a±�®¾³�Ë¬³�Á=½�ÌJ»
®¾³�Ñ�ÒkË¾Ã�®J¼JÉ ³�Áa¼¾³�ï�¼J»¾³+Èy³�®JÉÍ¿\²=±�²=³�±�®¾³�È�Òµ�¾���Å¼¾³�±a°�Ð^±mÂ¾»¾Èy±UÄ¾³�®¾³�ÛÍ±�®¾È�ÒkË¾»J®¾±�Æ
Á^¯�²aóåÁ+²=³�®¾È�»J¼¬¯kÐ�Áa¼¾³�ï�¼J»�ÐUÈy³�®À�

� �!*>( �!*>#�5�*98 �-#�¼¬¯
X
¼¬¯�Ý�É�Á^¯�³�²=½wÃÅÛÍÒO¼JÌJÜJ»JÃ

µ : 2X → [0,∞]
¿=²�¯�Ì�¯�ÃåºJ²=±

µ(∅) = 0
»
µ(∪∞

i=1Ei) 6
∑∞

i=1 µ(Ei)
ÂJË¾Ã

Ei ⊂ X
�2:�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±

A
¼¬¯�Ý�É�Á^¯kÆ

³�²=½qÃ
µ
= &�� 5�*98+& 5 ��5Í¿À³�½�Ë¾»

µ(T ) = µ(T ∩ A) + µ(T \ A)
ÂJË¾ÃÊÁ=½�³�Ð

T ⊂ X
�

ë�±�Á=±�®^Ã�²�¿=ºJ²=±êÁa¼¾³�ï�¼JÃ�Ã+Èy³�®¬¯
µ
	�� 8 * $+*�,-���4& 8 *����-$ � 8+�!��¿a³�½�Ë¾»åÁ=½�³�°a±�®¾³�Ë¬³�Á=½�ÌJ»¾³

È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ^¯
µ
Æ »JÝmÈy³�®J»¾È�É » ÂJË¾Ã Ë¾Îê°a±�Ñm±

A ⊂ X
½�Ò�Ï�³�½�²aÁaÒ=³�²1°a±�®¾³�Ë¬³�Á=½�ÌO±a³

È�¼¾±
¸�³�½�²aÁ=±
B ⊃ A

¿y²�¯�ÌO±a³�ºJ²=±
µ(A) = µ(B)

��õ%Ò
Â¬³�È ±a°a±�Ý�¼¬¯�º¬¯�²aó
M ∗(X)ÄJ®¾±a½�²a®¬¯�¼¾½�²aÁ=±�Á=½�³�Ð�½�³�Ä¬¯�®¬¯�°a³�Ë¾óa¼JÉ�Ð�Áa¼¾³�ï�¼J»�ÐÅÈy³�®�¼¬¯

X
¿OÒkÂ¬±�Á�Ë¬³�²aÁ=±�®^Ã�Î�Ï�»�Ð

µ(X) = 1
» ∫

X φx0
dµ <∞

¿mÂJË¾Ã�¼¾³�ÌO±�²=±�®¾±�Ñm±
x0 ∈ X

��:µ³�²a®J»JÌ�¯
H
¼¬¯
M∗(X)²�¯�ÌJ¸�³�±�ÄJ®¾³�Â¬³�Ë¾Ã�³�²=½qÃ¡ÛÍ±�®¾È�ÒkË¬±�ÇàÓÕ�
Ö��

	4M^QLF!M D£H �RT ¨ T � ��� ü�� ���	� ü���
 � M∗(X)
ÿ � ý �
� 
 � � � � þ�" � H � ���.%�� þ � � ý���" �

� ���-%�� � " ���.%�� ÿ � ý �
� ÿ ��� ü�� ���	� ü���
 � X �

��±�Ì�¯�Ý
¯�²=³�Ë¾ó=½�²aÁ=±�¼¾³�Ä¾±a½�®¾³�Â¬½�²aÁ=³�¼J¼¾±åÁaÉ�²=³�Ì�¯�³�²å»JÝÍ²=³�±�®¾³�È�Éã�¾����»U½�Ë¬³�Â¾ÒOÎ�Æ
Ï�³�Ñm±�ÄJ®¾³�ÂJË¬±m¸�³�¼J»JÃRØ

UF!Maª �yQOúßMON!«(M �RT 	 T � ��� ü�� ���	� ü���
 � M∗(X) � � � � � þ�� � 
 �	� �
��� � � � � þ�" ��� H �

�� � þ � �
� �-% �
� � � � � �
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F : M∗(X) → M(X)
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F (µ) = µ|B(X)
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X f dµ» ∫

X f dF (µ)
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ν ∈ M(X)
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∑∞
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